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Introduction
Une observation directe de l'écoulement turbulent

La diffusion collective de la lumière laser est une mesure physique appliquée aux
écoulements turbulents. Son originalité tient dans son caractère direct et non intrusif
dans l'écoulement : l'instrumentation est complètement extérieure à l'écoulement, et
ne nécessite aucun ensemencement. 

Cette  mesure  permet  l'observation  directe  des  fluctuations  de  densité  à  une
certaine  échelle.  Pour  que  le  niveau  de  signal  de  diffusion  soit  détectable,  les
fluctuations doivent être suffisamment fortes : l'écoulement doit être turbulent. 

La dynamique du signal de diffusion informe sur l'intensité et, par effet Doppler, sur
la vitesse de ces fluctuations. Nous montrons que la distribution de probabilité de
cette  vitesse  reproduit  celle  obtenue  par  vélocimétrie  laser  sur  un  écoulement
ensemencé.

Présentation du cours
Nous  commencerons  par  une  approche  générale  du  phénomène  de  diffusion

collective :  quels sont  les principaux processus physiques sont  en jeu ? Quelles
informations apportent-ils sur la dynamique du fluide ?

Le deuxième partie abordera plus en détail la physique de la diffusion Rayleigh
collective. Nous verrons l'intérêt de la détection hétérodyne. Le rapport signal sur
bruit  en sortie  de détecteur  sera évalué.  Nous verrons le  montage optique laser
nécessaire à la mise en œuvre de l'observation de la turbulence de l'air par diffusion
collective.

La partie suivante établira les principales propriétés de l'écoulement qui peuvent
être déduites du signal de diffusion, sur l'intensité des fluctuations et la distribution
de la vitesse.

La dernière  partie  montrera  d'autres milieux d'applications où l'observation par
diffusion collective apporte des informations.

Ce cours de diffusion collective a été initié par D. Grésillon.

La version la plus récente de ce cours est disponible sur la page suivante :
http://www.lpp.fr/?Cyrille-Honore
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Historique de la diffusion collective 
dans les écoulements

Les premières mesures obtenues grâce à ce principe, l’ont été par H.Z. Cummins
et al., en 1964 [Cummins1964, Yeh1964]. Leur objet d'étude était une solution de
macromolécules.  Ils ont pu observer la diffusion Rayleigh dans ce fluide.  L’étape
suivante a été franchie par T.J. Greytak et G.B. Benedek [Greytak1966], peu après.
Leur étude a porté sur les gaz. Ils ont pu montrer des spectres liés aux fluctuations
cinétiques, pour certains cas, et hydrodynamiques, pour d’autres.

R.J.  Goldstein  et  W.F.  Hagen  [Goldstein1967]  appliquèrent  le  principe  aux
écoulements  turbulents,  en  1967.  Mais  l’observation  ne  portait  pas  sur  le  gaz
lui-même,  mais  sur  de  fines  particules  qui  y  étaient  ensemencées.  Ce  type
d’approche est celui le plus couramment utilisé, pour étudier l’écoulement (cf., par
exemple, W.K. George et al. [George1973]).

Les premières expériences de diffusion directement sur le gaz turbulent datent de
1980, par J.C. Lelièvre et J. Picard [Lelièvre1980]. Pourtant la pertinence d’un tel
procédé était déjà établie à la fin des années 1960. La première idée d’étudier la
turbulence  par  diffusion  électromagnétique  était  de  P.  Gilles  de  Gennes
[GillesDeGennes1966].  Elle  fut  développée  par  H.L.  Frisch  [Frisch1967]  et  G.B.
Benedek [Benedek1964].

C’est donc le travail initiée par J.C. Lelièvre qui a été repris au Laboratoire de
Physique des Milieux Ionisés (maintenant Laboratoire de Physique des Plasmas),
par  l’équipe  de  D.  Grésillon,  en  lumière  infrarouge [Stern1983],  puis  en  lumière
visible [Antar2000]. D'autres équipes, comme celle de L. Lading, ont développés des
diagnostics  d'observation  de  la  turbulence  de  l'air  basés  sur  le  même  principe
[Lading1993], mais avec des montages différents.
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Constantes physiques
Constantes physiques fondamentales et dérivées

kB=1,38 10−23 JK−1
: constante de Boltzmann

h=6.62 10−34 Js : constante de Planck

C=2,99 108 ms−1 : vitesse de la lumière dans le vide

0=8.85 10−12 Fm−1
: permittivité du vide

0=4 10−7 Hm−1
: perméabilité du vide

qe=1,60 10−19C : charge de l'électron

me=9,11 10−31kg : masse de l'électron

re=
1

4π ϵ0

qe
2

me C2=2.82 10−15m : rayon classique de l'électron

N A=6,022 1023 mol−1
: nombre d'Avogadro

Rm=N A kB=8.314 J mol−1 K−1
: constante universelle des gaz parfaits

mu=1,66 10−27 kg : unité de masse atomique

Grandeurs standard
T 0=273.15K : température standard de l'air ( 0 °C )

P0=1,013 105 Pa : pression standard de l'air

n0=2,69 1025 m−3
: densité moléculaire d'un gaz parfait à T 0 et P0

air=1,30 kg m−3
: masse volumique de l'air à T 0 et P0

mair=28,97 10−3 kg mol−1
: masse molaire de l'air

c s air=√5 Rm T 0/3mair=331 ms−1
: vitesse du son à T 0 dans l'air

uth air=√5 Rm T 0/2mair=406 ms−1
: vitesse thermique de l'air à T 0

N=12,78 10−4 : indice de réfraction de l'air à T 0 et P0 , pour le visible ou
l'infrarouge.

αvol AIR=1,65 10−30 m3
: polarisabilité volumique moyenne de l'air

αvol N 2
=1,68 10−30 m3

: polarisabilité volumique du diazote

volO2
=1,60 10−30 m3

: polarisabilité volumique du dioxygène

volCO 2
=2,53 10−30 m3

: polarisabilité volumique du dioxyde de carbone

vol He=0,21 10−30 m3
: polarisabilité volumique de l'hélium

vol Ar=1,59 10−30 m3
: polarisabilité volumique de l'argon
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Dimensions des grandeurs physiques
W [M L2 T−2] : énergie

P [M L−1T−2] : pression

E [M L T−2 Q−1] : champ électrique

D [Q L−2] : déplacement électrique

H [Q L−1 T−1] : intensité magnétique

B [M T−1Q−1] : induction magnétique

V [M L2 T−2 Q] : potentiel électrique

A [M L T−1Q−1] : potentiel vecteur

[M L Q−2] : perméabilité

 [Q2 T 2 M−1 L−3] : permittivité

μm[Q L2 T−1] : moment magnétique

 [Q2 T M−1 L−3] : conductivité

Z [M L2 T−1Q−2] : impédance

L [M L2 Q−2] : inductance

C [Q2 T 2 M−1 L−2] : capacité

P [Q L−2] : polarisation
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Notations
Nous adopterons la notation complexe pour le champ électrique.
Sur l'ensemble du texte, les variables notées en  rouge sont celles propres à la

diffusion collective : nombre d'onde, signal, etc.
k i , i : vecteur d'onde et pulsation de l'onde incidente

r j t  : position du diffuseur

E sr ' , t  : champ électrique diffusé total 

r ' : position de l'observateur
k s : vecteur d'onde de l'onde diffusée

 : angle de diffusion
k ,  : vecteur d'onde et longueur d'onde de diffusion

sk , t  : signal de diffusion collective

p j t  : polarisation d'un diffuseur

 j : polarisabilité du diffuseur

 : polarisabilité moyenne du milieu

pol : angle de variation de la polarisation

nr , t  : densité moléculaire du milieu
Montage hétérodyne

E ol r ' , t  : champ électrique de l'onde oscillateur local (OL) 

m : pulsation de modulation

 : efficacité quantique du détecteur

H : efficacité d'hétérodynage

ibt  : courant de battement

V s  : volume de diffusion

w : taille des faisceaux incident et OL dans la zone de mesure

P i , Pol : puissances des faisceaux incident et OL dans la zone de mesure

L turb :  longueur  effective  de  croisement  du  volume  de  diffusion  avec  la
turbulence

V turb : volume de diffusion, restreint à la zone turbulente 

u r  : profil du volume de diffusion

I b :  spectre (ou densité spectrale) du courant de battement

S k , : spectre du signal de diffusion collective

Diffusion collective et turbulence
S k  : facteur de forme statique de l'écoulement
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S ( k⃗ ,ω) : facteur de forme dynamique de l'écoulement

C k , : fonction de corrélation temporelle du signal de diffusion collective

 r , t , : déplacement de l'élément fluide situé en r au temps t , après un
délai  .

U t  : vitesse de convection des fluctuations sur le volume de diffusion

Uk t  : vitesse de convection projetée sur le vecteur d'onde de diffusion k
PUk

:  distribution  de  probabilité  de  la  vitesse  de  convection  projetée  sur  le
vecteur d'onde de diffusion
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1 Principe de la diffusion collective
1.1 Diffusion particulaire

Le  principe  physique  sous-jacent  à  cette  mesure  est  la  diffusion
électromagnétique. Pour décrire le principe de la mesure, nous considérons dans le
cas particulier de diffuseurs placés sur un réseau régulier. Du fait que nous nous
intéressons  à  la  cohérence  entre  les  phases  des  champs  électriques  issus  des
différents diffuseurs, le terme de diffraction est plus approprié, mais le phénomène
physique reste le même.

Le schéma de principe est donné ci -dessous :

Une onde plane monochromatique éclaire le milieu étudié :

E i r ,t =ei  k i .r−i t E i 0

Cette onde va interagir avec les diffuseurs positionnés en r j . Chaque diffuseur 
va ré-émettre une onde sphérique. Un détecteur est placé loin des diffuseurs, en
r ' . 

La direction entre les diffuseurs et le détecteur, n ' , ne dépend pas des diffuseurs
car nous nous plaçons en champ lointain (le détecteur est par rapport à la taille du 
volume de diffusion). Le vecteur de l'onde diffusée a le même nombre d'onde que 
l'onde initiale mais suit la direction de la détection : 

k s=k in'
Le champ électrique diffusé total est la somme des champs électriques diffusés 

par chaque diffuseur :

E s( r⃗ ' , t)=∑ j E sj( r⃗ ' , t)
L'indice « s » renvoie au terme anglais « scattering » utilisé pour la diffusion d'une 

onde par un milieu. Le faux ami anglais « diffusion » se limite aux processus diffusifs 
tels que celui de la chaleur ou des particules (comme le mouvement brownien).  

L'amplitude du champ électrique diffusé E sj par chaque diffuseur est la même 
pour l'ensemble des diffuseurs (vus à une même distance). La phase est fonction du 
chemin optique de la source au diffuseur, puis de celui-ci au détecteur :

 j=
k i . r j

k s .r '−r j 

Le champ électrique diffusé total peut alors s'écrire :
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Diffuseurs : j = 1...NE i r , t =ei  k i .r−i tE i0

E sr ' , t 



r j



E s( r⃗ ' , t)∝∑ j
ei [ k⃗i . r⃗ j+ k⃗ s .(r⃗ '−r⃗ j)−ωi t ]

En réorganisant les termes dans l'exponentielle, nous obtenons :

E s( r⃗ ' , t)∝ei (k⃗ s . r⃗ '−ωi t )∑ j
e−i k⃗ . r⃗ j

où est introduit le vecteur d'onde de diffusion k  comme différence des vecteurs

d'onde diffusé k s  et incident k i :

k⃗=k⃗ s−k⃗ i  (1.1)

Cette relation correspond à la construction géométrique donnée par la figure de
Bragg :

Dans l'expression de E s( r⃗ ' , t) , le facteur devant la somme ei  k s .r '−i t  est un
déphasage commun, qui décrit la propagation de l'onde diffusée.

La somme de phases ∑ j e−ik . r j est importante car sa valeur varie énormément
avec les positions relatives des diffuseurs.

Si les diffuseurs sont positionnés de façon aléatoire dans l'espace, la somme de
ces phases sera destructive, et donc très faible.

Si,  à  l'inverse,  les  diffuseurs  sont  positionnés  régulièrement  sur  un  réseau de
plans  perpendiculaires  à k tel  que  leur  inter-phase k . r j1−r j soit 2 ,  la
somme  des  phases  sera  constructive  et  donc  le  champ  électrique  diffusé  sera
maximal. Autrement dit, il faut que les projections des positions r j des diffuseurs

sur la direction nk de k soient espacées de =
2
k

(la longueur d'onde associée

à k ) :

nk . r j1−r j=

La longueur d'onde qui importe, n'est donc pas celle de la source i , mais la
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longueur d'onde de diffusion  . Elle dépend de  , l'angle de diffusion, c'est à dire
de l'angle entre la direction incidente et la direction d'observation.

Du fait que k i et k s ont la même amplitude, le nombre d'onde k se déduit de la
formule :

k=2 k i sin /2
Pour la longueur d'onde associée  la formule devient :

λ=
1

2 sin(θ/2)
λ i     

Dans  la  limite  des  petits  angles,  θ≪1 ,  les  expressions  se  simplifient  :
k=k iθ et λ=λ i /θ .

La  diffusion  par  une  onde  électromagnétique  permet  donc  d'approcher
l'organisation  des  diffuseurs  à  l'échelle  correspondant  à  la  longueur  d'onde  de
diffusion λ .

Le  champ  électrique  diffusé  est  intense  si  le  milieu  montre  des  fluctuations
importantes à l'échelle de diffusion.

1.2 Diffusion collective sur un fluide turbulent
Ce principe de diffusion est commun à toutes les diffusions d'un milieu par une

onde  cohérente.  Appliqué  aux  solides,  il  permet  de  retrouver  les  distances
périodiques entre atomes dans le réseau cristallin, et de là, reconstruire la forme de
celui-ci.

Ce principe de diffusion peut aussi être appliqué aux fluides. Les diffuseurs sont
alors les molécules du gaz. C'est la diffusion Rayleigh. Le milieu est évidemment
bien moins organisé qu'un cristal : l'amplitude du champ électrique diffusé sera bien
plus faible.

L'originalité de la diffusion collective va être d'appliquer ce principe de diffusion à
des échelles plus grandes que la taille d'un élément fluide. Nous ne voyons plus
chaque molécule individuellement qui diffuse, mais le champ de densité du gaz.

2.a Signal de diffusion collective
Dans le champ diffusé total, la facteur principal est la somme des phases issues

de l'ensemble des diffuseurs : c'est ce que nous appellerons le signal de diffusion :

s ( k⃗ , t)=∑ j
e
−i k⃗ . r⃗ j(t )  (1.2)

Nous allons le rapprocher de la description classique du fluide : la densité. Dans
toute la suite, nous entendrons par densité, la densité moléculaire, c'est à dire le
nombre de molécules par unité de volume. 

Si  la  longueur  d'onde  de  diffusion  est  plus  grande  que  l'échelle  fluide,  il  est
possible de passer d'une description microscopique (par la somme sur les molécules
diffusantes),  à  une  description  fluide  (par  une  intégrale  pondérée  par  la  densité
fluide)  :  pour  une  élément  de  volume d3 r⃗ ,  n( r⃗ , t)d3 r⃗ est  le  nombre  de
molécules présentes dans l'élément de volume. Si l'élément de volume est bien plus
petit que la longueur d'onde de diffusion λ , la phase e−i k⃗ . r⃗ est commune à toutes
les molécules présentes dans l'élément de volume. le signal de diffusion propre à cet
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élément de volume s'écrit e−i k⃗ . r⃗ n ( r⃗ , t)d3 r⃗ . Le signal de diffusion pour le volume

global V s peut alors s'écrire sous forme d'une intégrale :

s ( k⃗ , t)=∭V s

e−i k⃗ . r⃗ n( r⃗ , t )d3 r⃗ (1.3)

Le signal de diffusion collective est la transformée de Fourier de la densité du
fluide suivant le vecteur d'onde de diffusion. Ceci montre alors le caractère collectif
du signal diffusion : le signal de diffusion est propre à des phénomènes liés aux
échelles fluides du milieu observé. 

2.b Facteur de forme du signal de diffusion collective
Comment  caractériser  le  fait  que  nous  observons  bien  des  phénomènes

collectifs ? Pour cela nous allons comparer la variance du signal de diffusion à celle
attendue pour un gaz incohérent.

Variance du signal de diffusion
Le signal de diffusion, pour un fluide, est un signal aléatoire dépendant du temps :

quelle est l'intensité du signal de diffusion s( k⃗ , t) ?

Pour  cela  revenons  à  une  description  microscopique.  Comme la  position  des
diffuseurs est généralement uniformément aléatoire, la moyenne du signal au cours
du temps est nulle :

 〈s k , t 〉t=0
Nous allons plutôt nous intéresser à la variance de ce signal : 

〈∣sk , t ∣
2
〉t=〈∑ j∑l

e
−ik .[ r j t −r lt  ]〉t

Cette variance est sensible aux positions relatives des diffuseurs.
Le gaz incohérent

Séparons  les  termes  croisés  ( j≠l )  des  termes  diagonaux  ( j=l )  dans
l'expression de la variance :

〈∣sk , t ∣
2
〉t=〈∑ j

e−ik .0
〉t〈∑ j≠l

e
−i k .[ r j t −r l t ]〉t

Pour un gaz à l'équilibre thermodynamique, les positions des molécules ne sont
pas corrélées entre elles. Les termes croisés forment une somme non constructive
de phases. Leur moyenne est négligeable devant le premier terme, qui lui est égal
au nombre de molécules qui diffusent N s .

〈∣s k , t ∣
2
〉t~N s  (1.4)

Nous remarquons que cette variance est indépendante de k : elle est la même
quelque soit l'angle de diffusion. C'est un bruit blanc propre à un signal non corrélé
dans l'espace.

Pour  un système aléatoire,  cette  valeur  est  la  limite  basse de la  valeur  de la
variance. La variance du signal pourrait en fait prendre des valeurs plus petites, mais
seulement dans des cas de très forte cohérence du milieu, où la somme des phases
s'annulent  (par exemple si  la moitié des diffuseurs ont  pour phase 0 ,  et  l'autre
moitié,  ). 
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La cohérence totale des phases
La limite supérieure pour la variance de sk , t  est le cas où tous les diffuseurs

induisent la même phase (à 2 près) :

s ( k⃗ , t)=N s e−iφ (t )

Cette  situation  est  inaccessible  aux  fluides.  Seule  la  diffusion  sur  un  solide
monocristallin avec un vecteur d'onde de diffusion bien choisi, approche de cette
situation. Dans ce cas, la variance du signal de diffusion vaut :

〈∣s( k⃗ , t)∣2〉t∼N s
2

Structures cohérentes en turbulence fluide
Pour un fluide turbulent, la situation est intermédiaire entre ces 2 cas extrêmes : la

turbulence induit la formation de structures cohérentes à toutes les échelles. Cette
cohérence  va  induire  un  niveau  de  signal  supérieur  au  cas  incohérent,  mais
largement inférieure au cas de la cohérence totale. Le niveau de signal de diffusion
dépendra de la qualité de la cohérence des structures à l'échelle de diffusion.

Facteur de forme
Nous introduisons  le  facteur  de  forme,  comme étant  la  variance  du  signal  de

diffusion rapportée à sa valeur pour un gaz incohérent :

S ( k⃗ )=
1

N s

〈∣s( k⃗ , t)∣
2
〉t (1.5)

Comme le nombre de diffuseurs N s dans un fluide est au moins de l'ordre de

1020 pour  des conditions  expérimentales  typiques  en  laboratoire,  la  gamme de
variation du facteur de forme est importante :

1<S ( k⃗ )≪N s   

2.c Loi de Kolmogorov
Comment le facteur de forme S ( k⃗ ) varie-t-il avec le nombre d'onde de diffusion

k ? Les observations sur des écoulements turbulents (ici sur un jet d'air), montrent
que le facteur de forme décroit suivant une loi de puissance sur une large gamme de
nombre d'onde.

Cette loi de décroissance est en fait liée à la loi de Kolmogorov.
Suivant le modèle de la cascade d'énergie de Kolmogorov, l'énergie distribuée par

nombre d'onde suit une loi de puissance :

E k (k)∝k−5 /3

Nous considérerons la densité comme un contaminent passif de cette cascade :
l'hypothèse est audacieuse, compte tenu que la densité est une grandeur intervenant
dans les équations de Navier-Stokes, mais les observations vont dans son sens. La
densité suit alors cette même loi avec le nombre d'onde.

Pour passer du nombre d'onde k , au vecteur d'onde k⃗ , nous supposerons que
la  turbulence  est  isotrope  :  l'intensité  ne  dépend pas  de  la  direction  du  vecteur
d'onde.
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S (k)=∫0

2 π
k d ϕ∫−π /2

π/2
k d θ S (k ,θ ,ϕ)=4π k2 S ( k⃗ )

Pour le vecteur d'onde, la loi reste une loi de puissance avec une pente plus forte :

S ( k⃗ ) ∝ k
−11

3 (1.6)

La  gamme  de  nombre  d'onde  sur  laquelle  cette  loi  est  valide  dépendra  de
l'écoulement.  La limite aux petits  nombres d'onde sera de l'ordre de l'échelle de
production : c'est vers cette échelle que le facteur de forme sera le plus intense. La
limite aux grands nombres d'onde correspondra aux échelles de dissipation. À ces
échelles, le facteur de forme de 1 car les structures cohérentes disparaissent.

2.d Convection et effet Doppler
Même si c'est incompatible a priori avec le mouvement thermique du gaz, et la

nécessité  de  turbulence  pour  la  diffusion  collective,  mais  afin  de  se  faire  une
première intuition sur la dynamique du signal, nous envisageons une forme simple
de mouvement : un fluide figé convecté à la vitesse constante et uniforme : U .

Le déplacement des diffuseurs s'écrit alors :

r j t =r j0 U t
Signal de diffusion et effet Doppler

Le signal de diffusion s'écrit alors :

sk , t =∑ j
e
−i k . r jt =e−ik . U t ∑ j

e
−i k .r j 0

Nous introduisons la vitesse projetée sur le vecteur d'onde de diffusion k :
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U k⃗=
1
k

k⃗ . U⃗

Le signal de diffusion est alors le produit de 2 facteurs :

sk , t =e
−i k Uk t

s k ,0
Le second, constant est lié à l'intensité des fluctuations figées dans le fluide.
Le premier décrit la dynamique. C'est une rotation de phase à l'opposée de la

fréquence Doppler. La fréquence Doppler f D est le rapport de la composante de la

vitesse Uk sur la longueur d'onde λ .

f D=
U k⃗

λ =
k

2π
U k⃗

Si nous représentons le signal temporel de diffusion dans le plan complexe, ce
type de figure apparaît :

L'effet principal observable est donc une phase tournante. Le module correspond
à l'intensité des fluctuations de densité du milieu, à l'échelle de diffusion.

Autocorrélation temporelle
La  fonction  d'autocorrélation  temporelle  et  le  spectre  fréquentiel  du  signal

permettent de faire ressortir certaines propriétés des signaux aléatoires.
La fonction de corrélation temporelle du signal est donnée par :

C ( k⃗ , τ)=
1
N s

〈s∗( k⃗ , t)s( k⃗ , t+τ)〉T

Dans le cas de la convection uniforme, la corrélation s'exprime alors :

C ( k⃗ , τ)=
1
N s

∣s ( k⃗ ,0)∣
2
e
−i k U k⃗ τ

soit :

C ( k⃗ , τ)=S ( k⃗ )e
−i k U k⃗ τ

Elle aussi prend la forme d'une fonction oscillante à la pulsation Doppler. Elle est
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normée par le facteur de forme.
Spectre fréquentiel et fréquence Doppler

Le  spectre  fréquentiel S ( k⃗ , f ) du  signal sk , t  peut  s'exprimer  comme  la
transformée de Fourier de l'autocorrélation temporelle du signal :

S ( k⃗ , f )=∫−∞
+∞

d τC ( k⃗ , τ)ei2π f τ

Pour la convection uniforme, le spectre fréquentiel a pour forme : 

S ( k⃗ , f )=S ( k⃗ )∫
−∞

+∞

d τ e
i 2π(−U k⃗ /λ+ f ) τ

soit :

S ( k⃗ , f )=S ( k⃗ )δ( f −
U k⃗

λ )

 Le spectre présente la forme d'une distribution de Dirac à la fréquence Doppler
f D  .  Le spectre fréquentiel  permet  donc de mettre en évidence la  vitesse de

convection de l'écoulement.

Spectre du signal et écoulements turbulents
Pour un écoulement turbulent, la vitesse de convection U k⃗ n'est pas uniforme,

mais  suit  une  certaine  loi  de  probabilité  (c'est  la  même que celle  observée  par
anémométrie Doppler laser sur particules) : PU k⃗

(U )

Comme  pour  l'anémométrie,  le  signal  de  diffusion  collective  va  enregistrer  le
passage de structures cohérentes à différentes vitesses.  Le spectre  fréquentiel  du
signal de diffusion va alors reproduire la forme de la distribution de probabilité de la
vitesse de convection projetée suivant le vecteur d'onde de diffusion :

S ( k⃗ , f )=λ S ( k⃗ )PU k⃗
(U ) (1.7)

où la fréquence est reliée à la vitesse par la relation Doppler U=λ f .

Le facteur λ dans l'expression du spectre fréquentiel  vient  du changement de
variable entre la vitesse de convection et la fréquence.
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2.e Les ondes sonores
En  plus  des  structures  convectées par  l'écoulement,  le  signal  de  diffusion

collective est sensible aux ondes sonores présentes dans le fluide, puisqu'une onde
sonore produit une oscillation de la densité. 

Si  l'onde  sonore  a  pour  vecteur  d'onde k⃗ac (longueur  d'onde λac )  et  pour

fréquence f 0 (elle se propage à la vitesse C s=λac f ac ), la densité a pour forme :

n( r⃗ , t) ∝ cos( k⃗ac . r⃗−2π f ac t)
Comme le signal de diffusion est la transformée de Fourier de la densité suivant le

vecteur d'onde  k⃗ ,  l'onde sonore sera détectée si les vecteurs d'onde de l'onde
sonore et de la diffusion correspondent (au signe près) :

k⃗ac=k⃗
Comme le signal est aussi oscillant en temps, le spectre fréquentiel à la fréquence

de l'onde sonore aura pour forme :

S ( k⃗ , f ) ∝ δ( k⃗−k⃗ac)δ ( f− f ac) (1.8)
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Le spectre fréquentiel montre alors un seul pic, à la fréquence de l'onde sonore
La relation Doppler fait apparaître la vitesse du son :

λ f =λac f ac=C s

La diffusion collective permet l'observation simultanée des structures cohérentes
convectées et les modes sonores se propageant dans l'écoulement.

2.f Comparaison avec l'anémométrie Doppler 
La différence entre la diffusion collective et l'anémométrie Doppler laser, provient

de la nature des diffuseurs. Pour l'anémométrie classique, les diffuseurs sont les
particules  micrométriques  ensemencées  dans  l'écoulement.  Pour  la  diffusion
collective,  ce  sont  les  structures  cohérentes  de  l'écoulement.  Si  les  structures
cohérentes  sont  réparties  uniformément  dans  l'écoulement,  les  histogrammes
correspondent.

La  figure  ci-dessus  est  le  résultat  de  l'observation  d'une  couche  de  mélange
supersonique,  pour  une  position  à  l'intérieur  de  cette  couche.  L'histogramme
correspond  aux  mesures  par  vélocimétrie Doppler laser.  La  courbe en continu
correspond  au  spectre  fréquentiel  de  diffusion  collective.  Pour  les  2  courbes,
l'abscisse est la vitesse en m/s (en utilisant la relation Doppler entre la vitesse et la
fréquence, U=λ f ),  l'ordonnée  est  en  échelle  logarithmique  (les  courbes  sont
normées à leur maximum).

La comparaison montre que, pour  la  partie la  plus intense correspondant  à la
convection, les courbes ont la même forme (vitesse autour de 400 m/s). Le spectre
de la diffusion collective montre en plus 2 pics latéraux correspondant à des ondes
sonores se propageant vers l'avant ou vers l'arrière de l'écoulement. Comme les
modes  sonores  se  propagent  par  rapport  à  l'écoulement,  ils  sont  décalés de  la
vitesse  du  son  par  rapport  aux structures convectées (environ  250  m/s  car
l'écoulement est froid). Le pic à vitesse nulle est un effet d'appareil.

1.3 Observation visuelle de la diffusion 
collective

Ce phénomène de diffusion collective sur les fluides est observable quasiment à
l'œil nu. L'expérience a été faite par A. Kharchenko.

Le montage est alors celui indiqué sur le schéma ci-dessous, un faisceau laser
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visible (argon ionisé, i=0,514 µm ) éclaire un jet d'air turbulent généré par l'air

sous pression expulsé par un buse de diamètre 1mm . Comme nous le verrons par
la  suite,  la  diffusion  collective  n'est  détectable  qu'en  diffusion  vers  l'avant.  Un
appareil photo est alors placé presque dans l'axe du faisceau de manière à observer
le faisceau en diffusion à petit  angle =60mrad=3,5° .  la longueur d'onde de
diffusion correspondante est  alors ~i/=8,7 µm .  Un écran blanc percé d'un
diaphragme est interposé pour servir de fond à la photo.

La photo ci-dessous montre le résultat : Le faisceau est « visible » par diffusion
Rayleigh. 

Nous voyons une tache lumineuse plus intense sous la buse : La diffusion est
exacerbée  dans  cette  zone  par  les  fluctuations  dues  à  la  turbulence  à  l'échelle
d'observation. En dehors de cette zone : l'écoulement est calme : la lumière diffusée
correspond à la diffusion incohérente. 
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2 Diffusion Rayleigh collective
Nous  abordons  ici  plus  précisément  les  processus  en  jeu  dans  la  diffusion

collective. Le phénomène physique de base est la diffusion Rayleigh. Lord Rayleigh
a  été  le  premier  à  décrire  la  diffusion  de  la  lumière  par  l'air en  1871  (dans
Philosophical  Magazine  41).  Les  diffuseurs  sont  des  molécules  neutres  du  gaz.
Leurs nuages électroniques vibrent sous l'effet de la lumière reçue. Cette vibration
induit une lumière diffusée dans toutes les directions. La diffusion Rayleigh peut être
généralisée  à  toute  diffusion  électromagnétique  sur  des  particules  neutres,  plus
petites que la longueur d'onde de la lumière incidente.

La diffusion Rayleigh est une diffusion élastique de la lumière, comme la diffusion
Thomson et la diffusion de Mie (il n'y a ni absorption, ni émission d'énergie par le
diffuseur). La diffusion Thomson s'applique à des particules chargées libres, comme
les électrons libres d'un plasma. Dans ce cas, c'est l'accélération des électrons qui
induit  un  champ  électrique  diffusé.  La  diffusion  de  Mie  généralise  la  diffusion
Rayleigh aux diffuseurs de toutes tailles, même ceux plus grands que la longueur
d'onde de la lumière. Elle s'applique, par exemple, à la diffusion de la lumière du
soleil sur les gouttelettes d'eau des nuages dans l'atmosphère.

2.1 Polarisabilité des molécules
La description générale de la diffusion Rayleigh peut être trouvée dans le manuel

de J.D. Jackson [Jackson1975]. B. Chu décrit directement la diffusion par un milieu
diélectrique fluctuant [Chu1974]. Le champ électrique rayonné par un dipôle oscillant
est  décrit  par  G.  Chartier  [Chartier1997].  M.  Born approche la  diffusion Rayleigh
comme une limite de la diffusion de Mie [Born2002].

1.a Polarisation d'une molécule
Pour décrire la diffusion Rayleigh, nous utiliserons l'approximation de Born : Le

champ électromagnétique et le milieu ne sont pas traités de manière auto-cohérente,
mais par une approche perturbative : la réaction de chaque molécule neutre du gaz
est évalué à partir du champ incident. Le champ diffusé sera négligeable devant le
champ incident. 

Le schéma de principe est montré ci-dessous.

Le  champ  électrique  incident  est  une  onde  mono-mode  longitudinalement,  de

vecteur d'onde k i . Nous y associons un vecteur d'onde i=
2
k i

, une fréquence

νi=
C

2 πN
k i et une pulsation i=2i . C est la vitesse de la lumière dans le

vide. N est l'indice de réfraction du milieu (nous verrons plus loin que l'indice de
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réfraction est directement relié à la diffusion Rayleigh). Le champ électrique est aussi
polarisé linéairement ; le champ électrique initial E i0 est unidirectionnel.

Le champ électrique se propage dans le gaz sous forme d'onde plane : 

E ir , t =ei k i .r−i t Ei 0

Polarisabilité
Le gaz est composé de molécules neutres. L'effet du champ électrique incident est

de polariser ces molécules : les nuages électroniques et les noyaux subissent des
forces  opposées.  Le  dipôle  ainsi  créé  est  proportionnel  au  champ  électrique
extérieur. Le moment dipolaire, créé à la position de la molécule r j t , s'écrit : 

p j t = j0
E i  r j t , t   (2.1)

Le coefficient de proportionnalité  j , appelé polarisabilité, dépend de la nature
de la molécule. Il décrit la susceptibilité propre à la molécule.

En dehors des molécules mono-atomiques, la polarisabilité est en fait non isotrope
: la polarisation de la molécule sera différente suivant son orientation par rapport à la
polarisation du champ électrique incident. Il s'agit alors non pas d'un coefficient, mais
d'un  tenseur  de  polarisabilité.  Pour  un  gaz,  l'orientation  de  la  molécule  est
uniformément aléatoire. Pour une observation à l'échelle fluide, les mesures étant
toujours moyennées sur une grande quantité de diffuseurs, ce tenseur est remplacé
par une moyenne sur toutes les orientations possibles [Miles2001]. Cet effet avait
déjà été mis en évidence par Rayleigh en 1918. 

Il faut noter que 2 autres définitions de la polarisabilité existent dans la littérature
(e. g. M. Sneep et al. [Sneep2005]) : la polarisabilité dite volumique :

αvol j=
1

4π
α j

et la polarisabilité dite SI (comme unités SI) : 

SI j=0 j  

 vol j (comme  j )  a  la  dimension  d'un  volume  ( [L 3] )  :  ce  volume
correspond à celui sur lequel la molécule est polarisable. Il sera alors inférieur à celui
de la molécule elle-même. Typiquement, le volume d'une molécule diatomique est de
l'ordre 10−29 m3 . Les valeurs de vol sont données pour quelques gaz dans la liste
des grandeurs physiques en début de document.

La polarisabilité peut être directement reliée à 2 notions macroscopiques : l'indice
de réfraction du milieu ainsi que la section efficace de la diffusion Rayleigh (que nous
verrons plus loin).

1.b Indice de réfraction et polarisabilité
D'un point de vue macroscopique, le milieu a une polarisation moyenne 〈 P〉 ,

produit de la densité moléculaire 〈n 〉 , par le dipôle propre à chaque molécule p :

〈 P〉=〈n 〉 p
Le dipôle propre à chaque molécule est, comme vu plus haut,  induit par le champ
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électrique E qu'elle voit ( on considère une polarisabilité moyenne  ):

p=0
E

L'indice  de  réfraction N intervient,  par  l'intermédiaire  de  la  susceptibilité

e=N 2−1 dans  le  rapport  entre  la  polarisation  moyenne 〈 P〉 et  le  champ

électrique macroscopique Em :

〈 P〉=0N
2−1 Em

Si nous identifions le champ électrique macroscopique Em , au champ vu par la

molécule E ,  avec  ces  2  dernières  expressions,  nous  pouvons  donner  une
première  approximation  de  la  polarisabilité  moyenne  en  fonction  de  l'indice  de
réfraction  : 

~
N 2−1
〈n 〉

Mais  le  champ  électrique E vu  par  chaque  molécule  est  en  fait  différent  du

champ macroscopique Em . Le champ macroscopique Em considère que le milieu

a  une  polarisation  moyenne 〈 P〉 ,  complètement  uniforme.  Or  localement  une
molécule voit  à longue distance, cette polarisation uniforme, mais en deçà d'une
certaine distance, elle voit quelques dipôles voisins. Nous devons soustraire de Em

, EP ,  le  champ  électrique  créé  localement  par  la  polarisation  macroscopique

moyenne, puis nous devons ajouter E near , le champ électrique dû aux dipôles sur
les molécules voisines :

E r ' , t = Emr ' , t − EP r ' , t E near r ' ,t 
EP est le champ électrique induit sur la molécule par un dipôle moyen uniforme

sur une sphère. Le résultat est donné par J.D. Jackson [Jackson1975] ou M. Born
[Born2002] :

EP=
−1
30

〈 P 〉

Le champ électrique dû aux dipôles proches dépend de la distribution des autres
molécules autour de la molécule. Pour un gaz, la distribution des molécules autour
d'une molécule est aléatoire et isotrope. Du fait de cette symétrie, il peut être montré
que : 

E near=0
Ceci  n'est  plus  vrai  dans  les  liquides  et  les  solides  (sauf  cas  particulier  des

réseaux cubiques).
Le champ électrique vu par la molécule est alors :

E= Em
1

3 0

〈 P〉

Cette expression est combinée avec l'expression de 〈 P〉 en fonction de E :
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1
〈n 〉 0

〈 P 〉= Em
1

3 0

〈 P〉

Cette  dernière  relation  et  celle  faisant  intervenir  l'indice  de  réfraction  (
〈 P〉=0N

2−1 Em )  permettent d'extraire une relation entre la polarisabilité du
gaz et l'indice de réfraction :

=
3

N 2
2

N 2−1
〈n〉

C'est la relation de Clausius-Mossotti, qui est un cas particulier de la relation de
Lorentz-Lorenz (applicable à des milieux plus généraux). Elle permet d'estimer la
polarisabilité à partir d'une mesure macroscopique de l'indice de réfraction (et de la
densité moléculaire).

Pour l'air dans les conditions normales de température et de pression, l'indice est
de: N=12,78 10−4 ; la polarisabilité moyenne de l'air est alors :

air=2,07 10−29 m3
(soit vol air=

air

4
=1,65 10−30 m3

).

En  appliquant  la  relation  inverse,  nous  voyons  que  pour  des  polarisabilités
comparables, mais des densités de milieux diélectriques solides ou liquides, l'indice
de réfraction aura des valeurs plus proches de 2. 

2.2 Diffusion Rayleigh
Nous revenons au schéma initial, sur le plan microscopique. 

2.a Rayonnement d'un dipôle
Nous  allons  calculer E s j r ' , t  ,  le  champ  électrique  rayonné  par  le  dipôle

p j t  , en résolvant les équations de maxwell, avec pour source, le dipôle.

Le dipôle induit par le champ électrique incident sur la molécule s'écrit :

p j t = j0
E i  r j t , t 

Le  dipôle  oscillant  intervient  comme  une  source  pour  le  champ  déplacement
électrique D s j :

D s j r ' , t =0
E s j r ' ,t  p j tr '−r j t 

Les  équations  de  Maxwell  associent  le  champ  magnétique Bs j au  champ
électrique :
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∇∧ Bs j r ' , t =0
∂
∂ t

Ds j r ' , t 

soit l'équation de Maxwell-Ampère :
∇∧ Bs j r ' , t =0

∂
∂ t
0

E s j r ' , t  p j t  r '−r j t 

que nous associerons avec l'équation de Maxwell-Faraday :
∇∧ E s j r ' , t =−∂

∂ t
Bs jr ' ,t 

Les grandeurs électromagnétiques oscillent temporellement à la pulsation i . La

dépendance temporelle propre au mouvement du gaz ( r j t  ) est beaucoup plus
lente,  et  donc  n'intervient  pas  dans  les  dérivées  temporelles  des  grandeurs
électromagnétiques : le milieu est considéré figé durant la propagation des ondes
électromagnétiques.

Pour  l'étude  concernant  la  propagation  des  ondes  électromagnétiques,  nous
oublierons la dépendance en temps de la position des molécules : nous noterons
simplement r j .

La combinaison de ces 2 équations conduit alors à une équation d'onde avec pour
source le dipôle  p j t  :

−∇∧ ∇∧ E s j r ' ,t 
i

2

C2
E s j r ' , t =−0 p j t  r '−r j

La solution de cette équation différentielle du second ordre à source ponctuelle est
une fonction de Green :

E s j r ' , t =
0i

2

4
ei k i∣r '−r j∣

∣r '−r j∣
e

i  ki . r j−i t n ' j∧n' j∧ p j t 

n ' j est  la  direction  d'observation,  entre  la  position  de  la  molécule r j et  la
position de mesure r ' du champ électrique.

2.b Onde sphérique diffusée
En  utilisant  l'expression  du  dipôle,  le  champ  électrique  diffusé  est  ré-écrit  en

fonction de l'onde initiale  et  la  position de la  molécule (nous utilisons la  relation
00 C2=1 ) :

E s j r ' , t =
 j

N 2i
2

ei k i∣r '−r j∣

∣r '−r j∣
e

i  k i . r j−i t n ' j∧n' j∧ E i 0 (2.2)

L'onde diffusée est une onde sphérique qui se propage dans tout l'espace. Voyons
le sens physique des différents facteurs (en partant de la fin).

Effet de polarisation

le  dernier  facteur E ' ij0=n ' j∧n ' j∧ E i0 est  l'amplitude  du  champ  électrique
initial, modifié par le changement de polarisation. 
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E ' ij0 est  par  nature  perpendiculaire  à  la  direction  de  propagation n ' j :  sa

polarisation peut être différente de celle initiale. Nous noterons   j pol , l'angle de

variation  de  la  polarisation  :   j pol= /2−

 n' j , E i0 .  L'amplitude  du  champ

électrique,  après  changement  de  polarisation,  dépend  de  cet  angle  :
E ' ij0=E i0 cos j pol .

Si E i0 a une polarisation perpendiculaire au plan de diffusion, alors,  j pol=0 et
E ' ij0= E i0 . La diffusion est d'amplitude maximale. Si E i0 a une polarisation dans

le  plan  de  diffusion,  alors  E ' ij0 est  aussi  dans  le  plan  de  diffusion,

perpendiculairement  à n' j ,  et  son  amplitude  est  alors  :  E ' ij0=E i0 cos (

 j pol= ). Dans ce cas, en diffusion à angle droit ( =/2 ), la champ diffusée

est nulle ( E ' ij0=0 ).

Phase de l'onde incidente

Le 3ème facteur e
i  k i . r j−i t  est la phase de l'onde initiale à la position de la

molécule.
Onde sphérique

La  phase e
i k i∣r '−r j∣ décrit  la  propagation  de  l'onde  entre  la  position  de  la

molécule, r j , et le point où elle est évaluée, r ' . Le front d'onde est sphérique.

Le facteur de décroissance en
1

∣⃗r '−r⃗ j∣
du champ électrique est intrinsèque à son

expansion sphérique : l'intensité de l'onde diffusée se répartit sur toute la sphère de
rayon ∣r '−r j∣ (donc de surface variant  en  ∣r '−r j∣

2 ).  L'intensité par  unité de

surface décroît alors en
1

∣⃗r '−r⃗ j∣
2 , et le champ électrique, en

1
∣r '−r j∣

.

Rayon de Rayleigh

Le premier facteur r Rj=
 j

N 2
i

2 a la dimension d'une longueur : c'est le rayon de

Rayleigh. C'est le facteur propre au processus initial  de la diffusion Rayleigh :  la
polarisation de la molécule. Il caractérise son efficacité. 

Pour la diffusion Thomson, le champ électrique diffusé a la même expression, en
remplaçant le rayon de Rayleigh, r Rj par r0 , le rayon classique de l'électron :

r0=
1

4 0

qe
2

me c2
=2,8210−15 m  

Le processus initial est alors le rayonnement de l'électron accéléré par le champ
électrique incident. Nous verrons que ce rayon est comparable au rayon de Rayleigh
dans l'air, pour une lumière ultraviolette.

2.c Rayon de Rayleigh et section efficace de diffusion
La  section  efficace  de  la  diffusion  Rayleigh  sur  une  molécule  est  l'intensité

lumineuse  diffusée  dans  une  direction  angulaire  , ,  rapportée  à  l'intensité
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lumineuse incidente. À grande distance d'observation r ' , elle s'exprime par :

 j  ,=
r ' 2 I sj

I i

=
r ' 2 〈∣Esj

2∣〉
〈∣E i

2∣〉
 En  moyennant  sur  les  polarisations initiales  possibles,  la  section  efficace  est

donnée par :

 j  ,=
2 j

2

N 4i
4

1cos2


2
=r Rj

2 1cos2


2

Intégrée suivant toutes les directions  , , la section efficace totale est :

 Rj=∫−
 d ∫0

2 sin j  ,d
après intégration :

 Rj=
83 j

2

3N 4i
4
=

8
3

rRj
2

La section efficace totale est proportionnelle au carré du rayon de Rayleigh.
Nous  remarquons  que  la  section  efficace  a  une  dépendance  sur  la  longueur

d'onde de l'onde incidente en 1/i
4 .  Cette forte dépendance explique la couleur

bleue du ciel  :  la  couleur  du ciel  est  due à  la  diffusion des rayons solaires  par
l'atmosphère. La diffusion est plus intense pour les longueurs d'onde plus courtes,
correspondant au bleu. En diffusion de Mie sur des particules macroscopiques, cette
dépendance est beaucoup plus faible : la lumière diffusée par le soleil sur les nuages
est blanche. 

En  application  sur  l'air,  avec  une  lumière  verte  de  longueur  d'onde
i=0,514 µm (celle  du  laser  argon  ionisé,  que  nous  utiliserons),  le  rayon  de

Rayleigh est r R air ,vert=2,46 10−16 m . la section efficace totale pour une molécule

est :  R air , vert=5,07 10−31 m2 .

À cause de la diffusion, un faisceau de lumière qui traverse l'air voit son intensité
I l  décroître exponentiellement avec la distance l parcourue :

I l =e− l I 0
 Le coefficient de décroissance  , est le produit de section efficace par densité

moléculaire moyenne de 〈n 〉 :

= Rj 〈n〉
L'inverse de  ,  , correspond à la distance sur laquelle l'intensité lumineuse

est réduite d'un facteur e−1 :

=−1 .

Appliqué  à  l'air,  pour  la  longueur  d'onde i=0,514 µm ,  dans  les  conditions
normales  de  température  et  de  pression  de  l'air,  ceci  implique  :
 air vert=1,36 10−5 m−1

,  soit air vert=73 km .  Pour  la  limite  du  visible  vers  le

rouge,  ( i=0,65 µm ),  air rouge=190 km .  Pour  celle  vers  le  violet,  (
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i=0,41 µm ) : air violet=30 km .

Pour une épaisseur d'atmosphère traversée par des rayons du soleil vu au zénith (
l=8km ), la transmission de ces rayons à travers l'atmosphère ( e−l / ) varie de
0,76 pour  le  violet  à 0,96 pour  le  rouge.  Cette  lumière  du  soleil  transmise  à

travers  l'atmosphère au zénith  est  par  définition  blanche.  Quand le  soleil  est  vu
proche de l'horizon ( l=300 km ), la transmission est très différente : elle varie de

4,5 10−5 pour le violet, à 0,21 pour le rouge : le soleil paraît rouge à l'horizon ; sa
lumière est aussi moins intense.

2.3 Approximation champ lointain
3.a Conditions de l'approximation champ lointain

Le champ électrique total diffusé est la somme des champs électriques diffusés
par chaque molécule qui sera présente dans le volume de diffusion :

E s r ' , t  =∑ j
E s j r ' , t 

Il s'exprime alors par :

E sr ' , t =∑ j

 j

N 2
i

2

ei k i∣r '−r j∣

∣r '−r j∣
e

i  ki . r j−i t n ' j∧n ' j∧ E i0

L'expression  du  champ  électrique  diffusé  par  une  molécule  dépend  de  façon
complexe de la molécule (les termes en rouge et bleu dans l'expression : r j  j et
n' j  ).

Afin de simplifier cette sommation, nous allons nous placer dans l'approximation
de  champ  lointain.  Pour  que  cette  approximation  soit  valable,  il  faut  remplir  2
conditions :

● ∣r '∣≫∣r j∣ : La distance entre le point de mesure et le volume de diffusion

∣r '∣ est beaucoup plus grande que la taille du volume de diffusion lui-même

∣r j∣ (nous plaçons l'origine du repère au centre du volume de diffusion).

● ∣r '∣≫i : cette distance doit aussi être grande devant la longueur d'onde
du champ incident.

Ces 2 conditions permettent de remplacer, localement, au point d'observation, la
somme d'ondes sphériques par une somme d'ondes planes. Ces ondes planes ont
toutes  la  même  direction  :  n' j=n' .  Leur  phase  s'écrit  :

k i∣r '−r j∣=k i n' .r '−r j .  De  plus,  nous  considérons  la  même  distance  de

décroissance pour tous les diffuseurs
1

∣r '−r j∣
~

1
r '

Le champ électrique diffusé par chaque molécule se simplifie en :

E s j r ' , t =
 j

N 2
i

2

ei k in ' .r '

r '
ei [ k i−k in'  . r j−i t ]n'∧n '∧ E i 0 (2.3)

Nous noterons E ' i 0 , le champ électrique incident, modifié par le changement de
polarisation (qui ne dépend plus du diffuseur) :
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E ' i 0=n'∧n '∧ Ei 0

3.b Vecteur d'onde de diffusion et figure de Bragg
Cette  forme  simplifiée  du  champ électrique  diffusé  fait  apparaître  2  nouveaux

vecteurs d'onde  :
k s=k in ' est  le  vecteur  d'onde  de  l'onde  diffusée.  Il  ne  dépend  plus  de  la

molécule qui diffuse. Le nombre d'onde est le même que celui de l'onde incidente :
k s=k i .  La diffusion est élastique :  les photons incident et diffusé ont la même

longueur d'onde, donc même énergie. Le processus de diffusion n'implique pas ici
d'absorption ou d'émission d'énergie par le diffuseur.
k=k s−

k i est le vecteur d'onde de diffusion. 

Le  nombre  d'onde  de  diffusion  associé  va  dépendre  de  l'angle  entre  les

vecteurs d'onde incident k i et diffusé k s . La construction géométrique est donnée
par la figure de Bragg : 

Cette construction en triangle isocèle donne la relation entre le nombre d'onde de

diffusion k (ou la longueur d'onde =
2
k

) et l'angle de diffusion  :

k=2 k i sin /2  

=
2
k
=

1
2sin /2

 i

Pour des petits angles de diffusion ≪1 , les formules se simplifient :

k= k i

=
1

i

2.4 Diffusion collective
Le champ électrique diffusé total E sr ' , t  est la somme des champs électriques

diffusés par chacune des mol écules: 
E sr ' , t  =∑ j

E s j r ' , t 

L'approximation de champ lointain nous permet de mettre en facteur une grande
partie de l'expression du champ électrique diffusé total :

E sr ' , t  = 

N 2i
2

e
i k s .r '

r '
e
−ii t n '∧n '∧ E i0∑ j

 j e
−ik . r j t  (2.4)
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4.a De la molécule au fluide
Densité moléculaire

Nous introduisons la notion de densité moléculaire par espèce s présente dans
le gaz, (azote, oxygène...) : nS r , t  . 

Dans le point de vue microscopique, l'expression de cette distribution est celle de
Klimontovich [Klimontovich1991] :

 nS r , t =∑ j⊂S
r−r j t 

Cette expression permet de remplacer la somme sur les molécules j de chaque
espèce,  par  une intégrale  pondérée par  la  densité  moléculaire  propre à  chaque
espèce s (azote, oxygène...).

Pour toute fonction spatiale G ( r⃗ ) , nous pouvons alors écrire :

∑ j α j G (r⃗ j(t))=∫V s
G ( r⃗ )∑S αS nS( r⃗ , t)d3 r⃗

où αS est la polarisabilité de l'espèce s , et V s , le volume de diffusion.

Du moléculaire au fluide
La diffusion peut être appliquée à l'échelle microscopique : elle permet alors une

approche  de  la  distribution  de  vitesse  dans  le  fluide,  ou  de  l'auto-diffusion
moléculaire,  suivant  le  rapport  entre  la  longueur  d'onde  de  diffusion  et  le  libre
parcours  moyen des molécules.  Cette  diffusion a  été  modélisé  par  S.  Yip  et  M.
Nelkin [Yip1964].

Ce qui caractérise la diffusion collective est l'observation des phénomènes propres
aux échelles fluides du milieu observé. Cette approche est possible à condition que
la  longueur  d'onde  de  diffusion λ soit  beaucoup  plus  grande  que  la  taille  d'un
élément  fluide.  Nous  n'avons  alors  plus  accès  au  propriétés  moléculaires,  mais
fluides.

Nous remplacerons alors la densité vue comme une distribution microscopique :
nS ( r⃗ , t)=∑ j⊂S

δ( r⃗−r⃗ j (t )) ,  par  la  densité  fluide  de  l'espèce  :  le  nombre  de

particules de l'espèce S par unité de volume.
Fluide homogène et polarisabilité moyenne

Si le milieu étudié est un gaz comme l'air,  dont la composition moléculaire est
homogène (80% d'azote, 19% oxygène...), la densité fluide de chaque espèce est
proportionnelle  à  la  densité  fluide  totale n( r⃗ , t) .  Le  rapport  de  la  densité  de
chaque espèce à la densité totale est la concentration γS : 

nS ( r⃗ , t)=γS n ( r⃗ , t)
Nous pouvons alors écrire la somme sur les molécules comme une intégrale :

∑ j α j G (r⃗ j(t))=(∑S αS γS)∫V s
G ( r⃗ )n ( r⃗ , t)d 3 r⃗

Une polarisabilité moyenne du fluide apparaît naturellement comme moyenne des
polarisabilité de chaque espèce, pondérée par la concentration :
α=∑S αS γS

Nous pouvons alors écrire une somme sur les molécules, comme une intégrale
pondérée par la densité  : 
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∑ j α j G (r⃗ j( t))=α∫V s
G ( r⃗ )n ( r⃗ , t)d 3 r⃗

4.b Transformée de Fourier de la densité
En utilisant la formule générale ci-dessus, le champ électrique diffusé total peut

alors s'écrire :

E⃗ s( r⃗ ' , t)= πα

N 2λi
2

e
i k⃗ s . r⃗ '

r '
e
−iωi t E⃗ ' i 0∭V s

e−i k⃗ . r⃗ n( r⃗ , t )d3 r⃗ (2.5)

Le champ électrique diffusé est alors proportionnel à la transformée de Fourier
spatiale de la densité du fluide nr , t  suivant le vecteur d'onde de diffusion k .
C'est  le  seul  facteur  de  l'expression  du  champ  électrique  diffusé  qui  dépende
réellement de l'écoulement.

Le volume V s est le volume de diffusion. Il est défini ici comme le croisement du
faisceau incident (zone éclairée par le champ incident) et du faisceau antenne du
détecteur du champ diffusé (le champ de « vision » du détecteur). Ce volume sera
redéfini par la suite à cause de la détection.

4.c Fluctuations de densité et turbulence
L'amplitude  du  champ  électrique  diffusé  dépend  alors  de  l'amplitude  des

fluctuations à l'échelle de diffusion.
● Pour un gaz au repos, la densité est uniforme. Sa transformée de Fourier
spatiale à k≠0 est nulle (la diffusion incohérente est négligée).

● Pour un gaz turbulent, des structures spatiales apparaissent sur une grande
gamme d'échelles. La transformée de Fourier pour ces échelles sera non nulle.

La  diffusion  collective  sur  un  fluide  permet  d'obtenir  une  information  sur  les
fluctuations du milieu à l'échelle correspond à la longueur de diffusion.

Mélanges inhomogènes
Remarquons que nous nous sommes placés dans la cas d'un fluide à composition

moléculaire homogène. Nous pourrions aussi obtenir une diffusion importante par un
mélange non homogène de 2 types de molécules à polarisabilité très différentes,
(par exemple, un jet d'hélium qui se mélange à de l'azote). Même si la densité totale
varie peut, la diffusion serait due aux variations locales de composition du fluide.
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3 Détection hétérodyne du signal 
de diffusion

Le schéma et les propriétés de la détection hétérodyne, appliqués à la diffusion
collective ont été proposés par E. Holzhauer [Holzhauer1978] et développés par D.
Grésillon [Grésillon1982].

3.1 Détection hétérodyne 
1.a Détection homodyne du champ diffusé

La détection homodyne est la détection directe du champ diffusé.
Vecteur de Poynting

Le champ diffusé est détecté par une diode à effet photovoltaïque. Le courant de
sortie est proportionnel à la puissance électromagnétique reçue sur sa surface, i.e. le
flux  du  vecteur  de  Poynting  de  l'onde  à  travers  la  surface D du  détecteur.  En
notation réelle, il s'écrit :

Ps(t)=∬D

1
μ0

E⃗ s( r⃗ ' , t )∧ B⃗s ( r⃗ ' , t) . d 2 r⃗ '
En notation complexe, du fait que l'opération est une opération non linéaire, sa

forme est différente. L'expression complexe des champs est :

E⃗ s( r⃗ , t)=eiωi t E⃗s0 ( r⃗ , t)

B⃗s( r⃗ , t)=eiωi t B⃗s0 ( r⃗ , t)

où  les  amplitudes  complexes E⃗ s0 ( r⃗ ' , t) et B⃗s0 ( r⃗ ' , t) varient  sur  des  temps

beaucoup plus longs que la période du champ 2π /ωi .

Le produit vectoriel des 2 champs s'écrit :

E⃗ s∧B⃗s=
1
4
[eiωi t E⃗ s0+ e−iωi t E⃗ s0

∗ ]∧[eiωi t B⃗s0+ e−iωi t B⃗s0
∗ ]

soit :

E⃗ s∧B⃗s=
1
2
ℜ( E⃗ s0∧Bs0

∗ )+
1
2
ℜ(ei2ωi t E⃗ s0∧B⃗s0)

Le  terme  autour  de  l'harmonique 2ωi sera  négligé  car  cette  fréquence  ne
passera  pas  le  détecteur.  En  notation  complexe,  la  puissance  intégrée  sur  le
détecteur s'écrit :

Ps(t )=∬D

1
2μ0

E⃗ s( r⃗ ' , t)∧ B⃗s
∗
( r⃗ ' , t ) .d2 r⃗ '

Puissance d'une onde monomode

Pour une onde électromagnétique monomode, de vecteur d'onde k s , la direction
de propagation est :

n '= 1
k s

ks
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Le  champ  magnétique  de  l'onde Bsr ' , t  est  lié  au  champ  électrique
E sr ' , t  par :

B⃗s( r⃗ ' , t)=
1
ωi

k⃗ s∧E⃗ s( r⃗ ' , t)=
N
C

n⃗ '∧ E⃗ s( r⃗ ' , t)

Nous  placerons  le  détecteur  perpendiculairement  à  la  propagation  de  l'onde,
E sr ' , t ⊥n ' , cette puissance s'écrit simplement :

Ps(t )=
N

2μ0 C∬D∣E⃗ s( r⃗ ' , t )∣
2
d 2 r⃗ '

Ceci induit dans notre cas :

Pst ∝∣∭V s

e−ik .r n r , t d3
r∣

2

Cette détection homodyne directe de la lumière diffusée n'est pas satisfaisante,
car :

● Le champ électrique diffusé est faible, donc cette puissance est très difficile
à détecter
● La puissance n'est fonction que du module du champ électrique : le signal
ne  sera  alors  fonction  que  du  module  de  la  transformée  de  Fourier  de  la
densité. Or une transformée de Fourier est un nombre complexe. L'information
sur sa phase, liée à l'effet Doppler, est perdue.

1.b Faisceau oscillateur local (OL)
Pour éviter ces 2 problèmes, une onde de référence intervient. Elle est appelée

oscillateur  local  (OL).  Cette onde bat  avec le champ diffusé sur le détecteur.  Le
détecteur  aura donc à  la  fois  un rôle  d'antenne pour  les 2 ondes et  un rôle  de
mélangeur. Une description précise de son principe a été donnée par A. E. Siegman
[Siegman1966]. 

L'oscillateur  local  est  une  onde mono-mode,  comme l'onde incidente.  Elle  est
néanmoins légèrement décalée en pulsation par rapport à celle-ci : ol=im . 

La modulation m est beaucoup plus faible que la pulsation incidente i (en
fréquence,  supérieure  au THz )  :  l'onde  diffusée  et  l'onde  OL  doivent  rester
cohérentes.

Cette modulation se retrouve dans le courant de battement en sortie de détecteur.
La pulsation m est inférieure à la bande passante de sortie du détecteur dét

(typiquement une fréquence de 1GHz ).

Afin  de  pouvoir  démoduler  le  signal,  cette  modulation m est  aussi  choisie
supérieure  au  domaine  fréquentiel  du  signal  de  diffusion  fluctuant,

∭V s

e−ik .r n r , t d3
r .  Comme  nous  l'avons  entrevu  en  introduction,  les

variations fréquentielles de ce signal sont liées au mouvement du fluide par effet
Doppler.  Elles sont donc bornées par une fréquence Doppler maximum, rapport de
la  vitesse  maximum  de  l'écoulement  et  à  la  longueur  d'onde  de  diffusion
(typiquement 10 MHz ). La pulsation correspondante est D .

30          Détection hétérodyne du signal de diffusion



Il  faut  donc Dmdét et m≪i .  Les  pulsations  sont  suffisamment
éloignées  pour  rendre  ceci  possible  :  la  fréquence  correspondante  à m est
typiquement de l'ordre de quelques dizaines de mégahertz.

Pour que le battement soit plus efficace que la détection homodyne, l'amplitude de
l'oscillateur local est notablement plus grande que celle du champ électrique diffusé

Eol 0≫〈E s〉 .  La  limite  supérieure  est  liée  à  la  puissance  électromagnétique
maximale que peut supporter le détecteur.

Le faisceau OL est dirigé sur le détecteur suivant la même direction  kol∥
k s et

même polarisation  E ol 0∥E '0  que l'onde diffusée.  Les champs électriques sont

déphasés de m au temps 0. 

Le champ électrique OL sur le détecteur s'écrit alors :

E ol r ' , t =e
i [ kol .r '−imtm ] Eol 0

 

La figure suivante montre le schéma de principe :

Nous voyons que l'angle entre les faisceaux incident et oscillateur local est aussi
l'angle de diffusion  .

1.c Puissance des faisceaux et battement
Le  détecteur  reçoit  le  battement  des  champs  électriques  diffusé E s r ' , t  et

oscillateur local E ol r ' , t  . Le module au carré du champ électrique total s'écrit :

∣E⃗ s( r⃗ ' , t)+ E⃗ ol( r⃗ ' , t)∣2=∣E⃗ ol( r⃗ ' , t)∣2+ 2ℜ(E⃗ ol( r⃗ ' , t) . E⃗ s( r⃗ ' , t ))+∣E⃗ s( r⃗ ' , t)∣2

La puissance électromagnétique reçue se décompose alors en 3 termes (par ordre
décroissant d'intensité):

Ptot t =PolP bt Pst  :

● Pol=
N

2μ0 C∬D ∣E⃗ol 0∣
2
d 2 r⃗ ' est la puissance du faisceau OL, constante.

● Pb( t)=
N
μ0C∬D

ℜ(E⃗ ol
∗ ( r⃗ ' , t) . E⃗ s( r⃗ ' , t))d 2 r⃗ ' est le battement entre les

2 ondes. 

● Ps(t )=
N

2μ0 C∬D∣E⃗ s( r⃗ ' , t)∣
2
d 2 r⃗ ' est la puissance du champ diffusée. 

Le troisième terme, Pst  , sera négligé devant les 2 termes précédents.

Le terme de battement Pb t  est celui  qui  va porter  le signal  de diffusion qui
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Détecteur

k⃗ol
E⃗ol

E⃗ i
E⃗ sV k⃗k⃗ i

θ

k⃗ s



nous intéresse.

1.d Efficacité d'hétérodynage
Si les faisceau OL et diffusé sont en cohérence l'un par rapport à l'autre, alors les

3 termes de puissance suivent la relation :

〈Pbt 〉t=2P ol〈P s t〉t
Mais le battement des 2 ondes peut être dégradé : les faisceaux OL et diffusés ne

sont  pas parfaitement  perpendiculaire à  la  surface du détecteur,  des aberrations
optiques peuvent déformer le s plan d'onde, et la source laser a une longueur de
cohérence finie [Cohen1975, Frehlich1994, Chambers1997]. 

Pour prendre en compte ces effets, nous introduisons l'efficacité d'hétérodynage
comme le rapport entre la puissance de battement réelle, et celle attendue :

H=
〈Pb t 〉t

2Pol 〈Pst 〉t
L'efficacité  d'hétérodynage  est  évaluée  expérimentalement  en  mesurant  les  3

puissances en cause. Elle interviendra dans la suite comme un facteur correctif de la
puissance de battement.

3.2 Battement des ondes OL et diffusée
2.a Expression  des  champs  électriques  pour  le
battement

L'expression du champ électrique diffusé total est la suivante :

E sr ' , t = 

N 2i
2

e
i ks .r '

r '
e
−ii tn '∧n '∧ Ei 0∭V s

e−ik .r n r , t d 3
r

Afin  de  pouvoir  analyser  le  terme  de  battement Pb t  ,  nous  revenons  sur
l'approximation champ lointain,  pour  repasser  de la  description d'onde plane,  en
onde sphérique :

e
i ks .r '

~e
i k s∣r '−r∣

e
i k s .r

et
1
r '
~

1
∣r '−r∣

De plus, le volume de diffusion est redéfini par la fonction de l'amplitude du champ
électrique incident : E i0 r  est une fonction spatiale. Elle est maximale ( E i M ) au
centre du faisceau. Elle est nulle en dehors du faisceau.

Une  intégrale  de  volume  d'une  fonction G r  se  réécrit  alors  comme  une
intégrale sur tout l'espace :

n '∧n'∧ E i 0∭V s

G r d 3
r=∭n'∧n '∧ E i 0r G r d

3
r

Nous  introduisons,  comme  précédemment, E ' i 0r  ,  la  valeur  du  champ
électrique incident après changement de polarisation par la diffusion:

E ' i 0r =n '∧n '∧ E i0 r 
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Nous  introduisons  aussi  l'angle  de  changement  de  polarisation  :

pol=/2−

n ' , E i0  . Alors :

E ' i 0r =Ei 0r cospol

Si la polarisation du champ initial E i0 r  est perpendiculaire au plan de diffusion,

la polarisation de l'onde diffusée est la même : pol=0 . Si la polarisation du champ
initial est dans le plan de diffusion, la polarisation du champ diffusé est aussi dans le
plan de diffusion, mais a tourné du même angle que l'angle de diffusion pol=

Le champ électrique diffusé peut alors s'écrire :

E sr ' , t =


N 2
i

2

ei k i∣r '−r∣

∣r '−r∣
e
−ii t∭ E ' i0r e

i k i .r nr , t  d3
r

De la même manière, le champ électrique de l'oscillateur local est exprimé avec
une amplitude Eol 0r '  , fonction (réelle) de l'espace, qui décrit le profil spatial du
faisceau :

E ol r ' , t =e
i [ kol .r '−im tm ] Eol 0r ' 

2.b Battement  des  champs,  loi  de
Kirchhoff-Sommerfeld

Nous introduisons ces expressions des champs électriques diffusé et OL, dans
celle du terme de battement Pb t  . Après réarrangement des facteurs, et inversion
des 2 intégrations, nous obtenons :

Pb(t )=ℜ{i
ηH πα

μ0 C N λi

ei (ωm t+φm)∭[
1

iλ i
∬D

ei k s∣⃗r '− r⃗∣

∣⃗r '− r⃗∣
E⃗ol0( r⃗ ')e

−i k⃗ ol. r⃗ '
d 2 r⃗ ' ]. E⃗ ' i0 ( r⃗ )e

i k⃗i . r⃗
n( r⃗ , t )d3 r⃗ }

Nous remarquons que le facteur entre crochet correspond à la loi de la diffraction
de  Kirchhoff-Sommerfeld  appliquée  à  l'amplitude  du  champ  électrique,   hors
variations temporelles, entre les positions r ' et r  :

E ol k r =e
i kol .r Eol 0r 

La loi s'applique même si le sens de la propagation est inversée. En revanche,
l'expression n'est valide que si la surface du détecteur intercepte complètement le
faisceau OL. Nous avons utilisé l'approximation kol=k i=k s . 

E ol k r =
1

ii
∬D

ei k i∣r '−r∣

∣r '−r∣
E ol k r '  d2

r '

Le terme de battement s'écrit alors :

Pb( t)=ℜ{i
ηH πα

μ0 C N λi

e
i(ωm t+φm)∭ E⃗ ol0( r⃗ )e

−i k⃗ s . r⃗
. E⃗ ' i0( r⃗ )e

i k⃗i . r⃗
n( r⃗ , t)d3 r⃗ }

2.c Profils des faisceaux et du volume de diffusion
Nous introduisons le profil propre à chaque faisceau. Le profil est donné par la

forme spatiale du champ électrique normalisé à sa valeur maximale.
Pour le faisceau OL, l'expression est alors :
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uol r =
1

E olM

Eol0 r          

Pour  le  faisceau  incident,  le  champ  électrique  initial E i0 r  et  celui  après

changement de polarisation, E ' i0 r  ont le même profil (ils sont proportionnels l'un
à l'autre) :

ui ( r⃗ )=
1

EiM

E i0 ( r⃗ )=
1

E ' iM

E ' i0 ( r⃗ )

Le volume de diffusion sera décrit par u r  , le profil spatial du croisement des
faisceaux incident et OL :

u ( r⃗ )=
1

E⃗olM . E⃗ 'iM

E⃗ ol0( r⃗ ) . E⃗ ' i0( r⃗ ) (3.1)

où E ' i M et Eol M sont  les  amplitudes  maximales  des  champs  électriques
E ' i 0r  et Eol 0r  qui caractérisent les faisceaux incident et OL. 

Il s'exprime aussi simplement en fonction du produit des profils des faisceaux :

u r =uol r uir   

Nous  remarquons  que  si  les  faisceaux  se  superposent  mal,  i.e.,  les  valeurs
maximales des champs ne coïncident nulle part,  la valeur maximale de u r  est
inférieure à 1 . La fonction profil aura alors un poids d'autant plus faible dans le
signal de battement. 

La puissance de battement s'écrit alors :

Pb( t)=ℜ{i
ηH πα

μ0 C N λi

e
i(ωm t+φm) ⃗E olM . E⃗ ' iM∭u ( r⃗ )n( r⃗ , t)e−i k⃗ . r⃗ d3 r⃗ }  (3.2)

Cette puissance de battement fait  alors apparaître une transformée de Fourier
spatiale de la densité pondérée par le profil  des faisceaux. Cette information est
légèrement différente de celle qui apparaissait dans le champ électrique diffusé total,
puisqu'elle dépend aussi du profil du faisceau OL. 

3.3 Courant issu de la détection hétérodyne
3.a Effet photovoltaïque

Le détecteur fonctionne sur l'effet photovoltaïque : Les photons reçus induisent un
courant  électronique.  Il  est  caractérisé  par  son  efficacité  quantique  :  C'est  la
probabilité qu'un photon reçu induise l'émission d'un électron.

Une puissance Ptot t  reçue  par  le  détecteur,  correspond au  flux  de  photons

nph t  ( ℏi est l'énergie d'un photon) :

nph t =
1
ℏi

P t   

Ce  flux  photonique  induit  un  flux  d'électrons ne t  dans  le  détecteur  (avec
l'efficacité quantique  ) :

ne(t)=ηn ph(t)=η
1
ℏωi

P (t)

34          Détection hétérodyne du signal de diffusion



Ce  flux  électronique  correspond  à  un  courant i t  en  sens  opposé  dans  le
détecteur ( qe est la charge de l'électron):

i t =qe ne t =qe
1
ℏi

P t   (3.3)

3.b Courants continu et de battement
Le courant total sortant du détecteur est donc la somme d'un courant continu, d'un

courant de battement, et d'un courant négligeable propre à la puissance du faisceau
diffusé : 

i tot t =iolibt ist 
La partie continue est proportionnelle à la puissance du faisceau OL :

iol=
 qe

ℏi

P ol

En utilisant la relation entre les constantes physiques, C2 00=1 , et la propriété

i=
2C
N i

, le courant de battement par le détecteur est donc :

ib(t )=ℜ{i
πε0α ηH ηqe

h
⃗EolM . E⃗ ' iM ei (ωm t+φm)∭u( r⃗ )n( r⃗ , t )e−i k⃗ . r⃗ d3 r⃗ } (3.

4)

Ce signal aura pour largeur spectrale, la pulsation Doppler maximale D . Il est

modulé  à  la  fréquence m≫D .  Le  domaine  fréquentiel  du  signal  est  donc

[m−D ;mD] , qui est disjoint de celui du signal continu.

Efficacité d'hétérodynage évaluée par les courants
L'efficacité d'hétérodynage peut plus facilement être évalué expérimentalement à

partir de la mesure des courants associés à chaque terme de la puissance reçue par
le détecteur. Il faut cependant se rappeler que seule la moitié de la puissance de
battement induit un courant dans le détecteur :

H=
〈 ib t 〉t
 iol 〈ist 〉t

3.4 Le signal de diffusion collective
4.a Définition du signal de diffusion collective

C'est la transformée de Fourier de la densité suivant k (pondérée par le profil)
que nous appellerons par la suite signal de diffusion. Nous la noterons sk , t  :

s( k⃗ , t)=∭u ( r⃗ )e−i k⃗ . r⃗ n ( r⃗ , t)d3 r⃗  (3.5)

Macroscopique et microscopique
Nous pouvons revenir à une description microscopique du fluide, en exprimant la

densité par une somme de distributions ponctuelles sur tous les diffuseurs :
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nr , t =∑ j
r−r j t 

Le signal de diffusion  s'écrit alors :

sk , t =∑ j
u  r j t e

−i k . r j t   (3.6)

Volume ou profil
Cette dernière expression se rapproche de l'expression vue en introduction :

sk , t =∑ j⊂V s

e
−i k. r j t 

Le volume V s est remplacé par la fonction profil u r  .

4.b Gaz incohérent
Nous  avons  vu  dans  l'introduction,  que  dans  le  cas  où  le  signal  s'exprimait

sk , t =∑ j e
−i k. r j t  ,  la  variance  du  signal  pour  un  gaz  incohérent  s'écrit  :

〈∣s k , t ∣
2
〉t~N s

Nous allons  effectuer  le  même calcul  avec  l'expression  du  signal  de  diffusion
fonction  du  profil  du  volume.  Nous  devons  néanmoins  conserver  la  description
microscopique  de  la  densité  :  la  description  macroscopique  ne  peut  pas  rendre
compte de la nature incohérente du gaz.

sk , t =∑ j
u  r j t e

−i k . r j t 

Dans l'évaluation de la variance du signal, les termes croisés sont nuls pour un
gaz incohérent :

〈∣s k , t ∣
2
〉t=〈∑ j∑l

u  r j t u r l t e
−i k .[ r j t −r l t ]〉t=〈∑ j

u  r j t 
2
〉t

Nous pouvons alors revenir à une description macroscopique continue :

〈∣s k , t ∣
2
〉t=∭u r 2 nr , t d 3

r

La répartition spatiale moyenne des diffuseurs est homogène :

〈∣s( k⃗ , t)∣
2
〉v s
=〈n 〉∭u ( r⃗ )2 d 3 r⃗=〈n 〉V s  (3.7)

Le volume de diffusion V s qui compte pour l'expression de la variance est mesuré
par l'intégrale du carré du profil :

V s=∭ u r 2 d 3
r  (3.8)

Le volume est l'intégrale du carré du profil, et non simplement l'intégrale du profil
lui-même. C'est lié au fait que le signal de diffusion est une transformée de Fourier
spatiale. 

4.c Facteur de forme statique
Comme dans le premier chapitre, le facteur de forme statique sera défini comme

le  rapport  de  la  variance  du  signal  de  diffusion  à  sa  valeur  prise  pour  un  gaz
incohérent :
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S ( k⃗ )=
〈∣s( k⃗ , t)∣

2
〉v s

〈n〉V s

3.5 Démodulation du courant du détecteur
 Le  courant  de  battement  contient  donc  le  signal  de  diffusion,  modulé  à  la

fréquence m :

ibt =Csteℜ[e
i m tm sk , t]

Le  but  de  la  démodulation  est  de  récupérer  l'information  complexe  du  signal
sk , t  .

Pour démoduler, il suffit de multiplier le signal avec un signal de référence à la
fréquence de modulation :

x t =ib t cosm t 
soit :

x t =Cste
4
[e

i m tm sk , t e
−i m tm s∗k ,t ][e

im t
e

−im t
]

Le développement de l'expression fait apparaître 2 termes :

x t =Cste
2
ℜ[e

im s k ,t ]Cste
2
ℜ[e

i 2m tm s k , t ]

Comme la  fréquence de  modulation  a  été  choisie  plus  grande  que la  largeur
spectrale du signal sk , t  ( mD ), les gammes fréquentielles des 2 termes

sont  distinctes  : [0 ;D] pour  le  premier,  et  [2m−D ; 2mD] pour  le

second. Il est possible par un filtre passe-bas à la pulsation m de ne conserver
que le premier terme :

x f t =
Cste

2
ℜ[e

im sk , t ]

Il  manque alors  l'information  sur  la  partie  imaginaire  du  signal.  Elle  peut  être
récupérée en opérant en parallèle, la démodulation du signal par un second signal
de à la fréquence de référence, et en quadrature de phase par rapport au premier :

y t =ibt sin m t 
Un calcul similaire aboutit à l'expression :

y t =−Cste
2
ℑ[e

im s k , t ]Cste
2
ℑ[e

i 2m tms k , t ]

Nous appliquons de même, un filtre passe-bas à la fréquence m : 

y f t =−
Cste

2 ℑ[e
im sk , t ]

La combinaison des 2 signaux permet de reconstruire le signal de diffusion à une
phase constante près :

sk , t ∝e
im[ x f t −i y f t ]

Ce schéma de démodulation du signal est appelée démodulation « IQ ». Le « I »
fait référence au signal, le « Q », à sa quadrature.
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4 Spectre du signal de diffusion 
collective

Afin de mieux maîtriser la divergence naturelle des faisceaux, et donc la forme des
profils, nous utilisons des ondes mono-mode transverse. Le mode choisi est le mode
fondamental, appelé TEM00 qui correspond à une forme de faisceau gaussien. 

Nous introduirons un premier temps une forme gaussienne pour les profils des
faisceaux et verrons les conséquences pour le signal de diffusion collective. Nous
verrons aussi quelles conséquences cela induit sur la résolution en nombre d'onde
de la diffusion collective.

Dans  une  seconde  partie,  nous  étudierons  de  manière  plus  approfondie,  les
propriétés des faisceaux gaussiens. 

4.1 Profils gaussiens et volume de diffusion
1.a Le faisceau gaussien

Le faisceau gaussien est caractérisé par sa taille, w . La taille sera la même pour
les  faisceaux incident  et  OL.  Nous négligerons dans cette  section la  divergence
naturelle des faisceaux dans la zone de mesure (la taille reste la même le long des
faisceaux). 

Pour un faisceau gaussien, centré sur l'axe x et de taille w , la fonction profil ne
dépend que de y et z  :

ux (x , y , z)=e−(y
2+ z 2)/w2

Le champ électrique s'écrit alors : 

E⃗ x( r⃗ ' , t)=e
i(k x x−ωx t )

E⃗ x 0 ( r⃗ )=e
i(k x x−ωx t)

e−( y
2
+ z2

)/w2

E⃗ x M

La  puissance  du  faisceau  est  donnée  par  une  intégration  sur  une  surface
perpendiculaire à la propagation :

P x (t)=
N

2μ0 C∬−∞

+∞

∣E⃗ x ( r⃗ ' , t)∣
2
dydz

Son expression peut être intégrée :

38          Spectre du signal de diffusion collective

x

y z

k x
w

ux



P x (t)=
N

2μ0 C
E x M

2 ∬−∞

+∞

e−2(y2+z 2)/w2

dydz

soit :

P x (t)=
N

2μ0 C
E x M

2 ∫−∞
+∞

e−2y2 /w2

dy∫−∞
+∞

e−2z2/w2

dz

Nous introduisons ici la notion de longueur intégrale définie pour toute fonction
G y  intégrable par :

l= 1
max(G)∫−∞

+∞

G (y)dy

Une  longueur  intégrale  apparaît  pour  chaque  axe  de  la  gaussienne  (

∫−∞
+∞

e−y2/2σ2

dy=√2πσ ) :

lw=∫−∞
+∞

e−2y2
/w2

dy=√2π w
2

La puissance du faisceau s'écrit :

P x (t)=lw
2 N

2μ0 C
E x M

2

soit :

P x (t)=
πw2 N
4μ0 C

E x M
2

1.b Profil du volume de diffusion
Pour notre situation, les faisceaux incident et OL sont des faisceaux gaussiens de

taille w se croisant sous un angle  . Nous choisissons la géométrie montrée sur
le schéma ci-dessous :

Les profils des 2 faisceaux s'écrivent alors :

ui (x , y , z)=e−[(y cosθ/2−x sinθ/2 )2+ z2]/w2

uol(x , y , z)=e−[(y cosθ/2+ x sinθ/2 )2+ z2]/w2

Nous nous limiterons au cas de la diffusion vers l'avant : L'angle  de diffusion
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est petit. Le profil du volume global s'écrit alors :

u (x , y , z)=ui(x , y , z)uol( x , y , z)=e−x2θ2 /2 w2−2y2 /w2−2z2 /w2

 (4.1)

Le volume a donc une forme gaussienne. 

Le volume de diffusion V s ,tel  qu'il  intervient  pour  le  calcul  de la  variance du
signal vu dans la fin du chapitre précédent :

V s=∭u r 2 d3r
s'exprime alors :

V s=∫ e−x2θ2 /w2

dx∫ e−4y2/w2

dy∫ e−4z2/w2

dz
soit :

V s=
π3 /2 w3

4θ
 (4.2)

La longueur intégrale transverse (suivant y et z ) est alors :

L trans=
√πw

2

La longueur intégrale longitudinale est :

L long=
√πw
θ

La forme du volume de diffusion est donc d'autant plus allongée que  est petit.

Expérimentalement,  la  longueur  de  croisement  des  faisceaux  (suivant x )  est
souvent plus longue que la zone où a lieu la turbulence. Nous remplaçons alors la

longueur caractéristique L long=
√πw
θ

par la longueur caractéristique de croisement

avec la turbulence : Lturb pour définir un volume de turbulence :
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V turb=
πw2

4
L turb  (4.3)

Comme le signal provenant du gaz à l'équilibre est négligeable, nous supposerons
que le volume de diffusion est ce volume de turbulence.

1.c Amplitude des champs électriques
le courant de battement issu du détecteur a la forme

ib(t )=ℜ(i πε0αηHηqe

h
⃗EolM . E⃗ ' iM ei (ωm t+φm)∭u ( r⃗ )n( r⃗ , t )e−i k⃗ . r⃗ d3 r⃗ )

La  forme  gaussienne  des  faisceaux  permet  de  relier  le  facteur  comportant
l'amplitude des champs ⃗E olM . E⃗ ' iM à la puissance des faisceaux. 

Les faisceaux OL et diffusé ont la même polarisation linéaire :
⃗E olM . E⃗ ' iM=E olM E ' iM

Le faisceau OL est un faisceau gaussien de taille w :

E olM=√ 4μ0 C

πw2 N
Pol

Le  champ  électrique E ' i M dépend  de  la  polarisation  du  faisceau  incident  par
rapport au plan de diffusion :

E ' iM=E iM cosθ pol

Le faisceau incident est lui aussi gaussien, de même taille w :

E ' iM=√ 4μ0C

πw 2 N
Pi cosθpol

La courant de battement s'exprime alors :

ib(t )=ℜ(i πε0αηH ηqe

h
4μ0C cosθ pol

πw2 N
√Pi P ol e

i (ωm t+ φm )∭u( r⃗ )n ( r⃗ , t )e−i k⃗ . r⃗ d3 r⃗ )
4.2 Spectre du signal et résolution

 Le volume fini de diffusion a pour conséquence une résolution finie, non absolue
du signal de diffusion [Holzhauer1978]. 

2.a Transformée de Fourier du profil
le signal de diffusion est la transformée de Fourier du produit de la densité par le

profil :

sk , t =∭u r e−ik .r n r ,t d3
r

La  transformée  de  Fourier  d'un  produit  est  le  produit  de  convolution  des
transformées de Fourier. 

sk , t =u∗n k , t 
Le produit de convolution s'exprime par :

sk , t = 1
23

∭ uk−k ' n k ' , t  d3k '
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où nk , t  est la transformée de Fourier spatiale de la densité (sans limite de
volume) :

nk , t =∭ e−ik .r n r , t d3
r

u k  est la transformée de Fourier spatiale du profil :

u k =∭ur e−ik .r d 3
r

La transformée de Fourier d'une gaussienne est :

∫ e−x2 /2σ2

e−ikx dx=√2πσ e−k2σ2 /2

On  remarque  que  l'écart  type  en  nombre  d'onde  est  l'inverse  de  l'écart  type
spatial: k=1/ .

La transformée de Fourier du profil du volume s'exprime :

u (k x , k y , k z)=
(2π)3 /2 w3

4θ
e
−k x

2 w2 /2θ2−k y
2 w2 /8−k z

2 w2 /8

2.b Résolution en nombre d'onde
Comme sk , t  est le produit de convolution de la densité par le profil du volume

de diffusion, u k  détermine la résolution en nombre d'onde du signal.

Pour la variance du signal (comme pour le spectre ou l'autocorrélation), c'est le
carré du signal de diffusion qui intervient. C'est a priori le carré de la transformée de
Fourier du profil qui intervient : u ( k⃗)2 . Mais les termes croisés dans l'élévation au
carré du signal peuvent induire un décalage par rapport à cette loi.

Mode unique
Prenons un signal de diffusion ne contenant qu'un seul mode de vecteur d'onde
k0 et de pulsation ω⃗0 et d'amplitude n1  :

n( r⃗ , t)=n1√2ℜ (ei( k⃗0 . r⃗−ω0 t ))
Le signal de diffusion s"écrit alors 

s ( k⃗ , t)=
n1

√2
∫ e

i (k 0x−k x) x−x2θ2/2 w2

dx∫ e
i(k 0y−k y) y−2y2 /w2

dy

∫ e
i(k 0z−k z)z−2z2/w2

dz e−iω0 t

+
n1

√2
∫ e

i(k 0x+ k x) x−x 2θ2 /2 w2

dx∫ e
i (k0y+ k y)y−2y 2/w2

dy

∫ e
i(k 0z+ k z)z−2z2/w2

dz e
i 2π f 0 t

Si on choisit k⃗ proche de k⃗0 , le second terme sera négligeable. 

Le premier terme s'intègre :

s ( k⃗ , t)=
n1

√2
π

3 /2 w3

√2θ
e
−w2(k0x−kx)

2 /2θ2

e
−w2(k0y−ky)

2 /8
e
−w2(k0z−k z)

2 /8
e
−iω0 t

42          Spectre du signal de diffusion collective



La variance du signal s'obtient aisément 

〈∣s( k⃗ , t)∣
2
〉t=

n1
2

2
π3 w6

2θ2 e
−w2

(k0x−k x)
2
/θ

2

e
−w2

(k0y−ky)
2
/4

e
−w2

(k0z−k z)
2
/4

soit

〈∣s( k⃗ , t)∣
2
〉t=

n1
2

2
u( k⃗ )2

La fonction d'appareil u ( k⃗)2 apparaît clairement.

Modes non corrélés spatialement
Si le signal contient plusieurs modes, l'étape non linéaire est le passage du signal

à son module au carré. La variance pourra s'écrire comme la somme des variances
de chaque mode, à condition que chaque mode soit dé-corrélé des autres. C'est le
cas si tous les modes présents ont des fréquences différentes. En revanche, ce n'est
plus  le  cas  si  plusieurs  modes  à  même  fréquence,  mais  des  vecteurs  d'onde
proches, mais différents coexistent, avec des phases corrélées.

Modes gaussien localisé
Pour créer un mode à une fréquence déterminée ω0 , mais élargie en nombre

d'onde autour de k0 de largeur σk , nous considérons un mode spatialement limité
:

n( r⃗ , t)=n1√2ℜ (ei( k⃗0 . r⃗−ω0 t )) e−r2
σ k

2
/2

Le signal s'obtient par transformée de Fourier d'une Gaussienne :

s ( k⃗ , t)=
n1

√2 √
(2π)3

( θ
2

w2+ σk
2
)(

4

w2+ σk
2
)

2 e

−(k0x−kx)
2

2( θ
2

w2+ σk
2
)

e

−(k0y−k y)
2

2( 4
w2+ σk

2
)

e

−(k0z−k z)
2

2( 4
w2+ σ k

2
)

e
−iω0 t

La variance de ce signal s'écrit :

〈∣s( k⃗ , t)∣
2
〉t=

n1
2

2
(2π)3

( θ
2

w2+ σk
2
)(

4

w2+ σk
2
)

2 e

−(k0x−kx)
2

θ
2

w2+ σk
2

e

−(k0y−ky)
2

4
w2+ σ k

2

e

−(k0z−k z)
2

4
w2+ σk

2

Dans ce cas, la variance en nombre d'onde due à l'effet d'appareil s'ajoute à la
moitié de la variance du mode lui-même.

Si le mode n'est pas localisé au centre du volume mais en r⃗0  : 

n( r⃗ , t)=n1√2ℜ (ei( k⃗0 . r⃗−ω0 t )) e−( r⃗−r⃗ 0)
2
σ k

2
/2

Le signal est alors corrigé par une phase et une atténuation :

Spectre du signal de diffusion collective             43



s ( k⃗ , t)=
n1

√2 √
(2π)3

( θ
2

w2+ σk
2
)(

4

w2+ σk
2
)

2 e

−(k0z−k z)
2

2( θ
2

w2+ σ k
2
)

e

−(k0y−ky)
2

2( 4
w2+ σ k

2
)

e

−(k0x−k x)
2

2( 4
w2+ σk

2
)

e
−iω0 t

e
i (k0x−kx )x0

w2 σk
2

w2σ k
2+ θ2

e
i (k0y−ky)y0

w2σk
2

w2σ k
2+ 4 e

i (k0z−k z)z0

w2σ k
2

w2σk
2+ 4

e

−x0
2σk

2

2
θ2

w 2σk
2+ θ2

e

−y0
2σk

2

2
4

w2σk
2+ 4 e

−z0
2σ k

2

2
4

w2σ k
2+ 4

La dépendance en k⃗ du module du signal reste la même : l'effet d'appareil reste
inchangé. 

Résolution en nombre d'onde
Pour tous les cas où la fonction d'appareil  est  bien u k 2 ,  la  résolution sera

définie comme l'écart type de cette fonction d'appareil. Pour cet écart, la fonction
d'appareil est réduit d'un facteur e−1/2 .

La résolution longitudinale (suivant x ) est quasi absolue, puisque le volume est
long dans cette direction :

dkl=
θ

w√2
Si nous prenons en compte la longueur de la turbulence elle-même :

dkl=
√π

L turb√2

La résolution transverse (suivant y ou z ) est moins négligeable :

dkt=
√2
w

Elle prend plus de sens physique en résolution relative à k : 

dkt

k
=
√2
k w
= λ

√2πw
On remarque que la résolution transverse est directement liée à la divergence des

faisceaux dans la zone de mesure θw

θw=
λi

πw
et à l'angle de diffusion θ :

θ=
λi

λ

soit :

dk t

k
=
θw

√2θ
 (4.4)

Plus l'angle de diffusion θ , sera proche de la limite de diffraction θw , plus la
résolution sera détériorée.

Nous verrons que, pour certains montages, la résolution relative peut atteindre des
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niveaux de l'ordre de 10% au petits nombres d'onde de diffusion k . Il est parfois
utile,  pour  un  même  montage  de  choisir  des  plus  grands k pour  améliorer  la
résolution relative.

Dé-convolution de l'effet de résolution finie en nombre d'onde
Si la forme du spectre en vecteurs d'onde et fréquences des fluctuations peut être

en partie connue, il est envisageable  de reconstruire ce spectre à partir du signal de
diffusion collective en déconvoluant l'effet d'appareil [Jordan2012].

4.3 Spectre fréquentiel
La diffusion s'exprime comme une transformées de Fourier spatiale de la densité.

Nous allons en voir les propriétés
Spectre fréquentiel du signal de diffusion

Le principal champ spatial que nous étudions est la densité moléculaire nr , t  .

Par nature, la diffusion introduit la transformée de Fourier spatiale sur un volume
fini V s :

s( k⃗ , t)=∭V s

n ( r⃗ , t)e−i k⃗ . r⃗ d 3 r

C'est  sur  ce signal  temporel  que nous allons appliquer  l'analyse spectrale.  Sa
transformée de Fourier temporelle s'écrit alors : 

sVT ( k⃗ ,ω)=∫T
s ( k⃗ ,t)eiω t dt

Le spectre associé à la diffusion sera normalisé par le nombre de diffuseurs :

 S ( k⃗ ,ω)= 1
〈n〉V s

lim
T →+∞

1
T
〈∣sVT ( k⃗ ,ω)∣

2
〉T

Comme nous l'avons vu dans le chapitre introductif sur la diffusion, pour un gaz
incohérent, nous avons :

〈∣s( k⃗ , t)∣
2
〉t=〈n 〉V s

Par la formule de Parseval, ceci implique, pour un gaz incohérent toujours :

∫S ( k⃗ ,ω) d ω
2π
=1

Spectre spatial de la densité
Plus généralement, indépendamment du volume fini de diffusion V s , le spectre

de la densité S nk , s'écrit :

S n( k⃗ ,ω)= lim
V →ℝ3

1
〈n 〉V

lim
T →+∞

1
T
∣nVT ( k⃗ ,ω)∣

2

 (4.5)

où nVT k , est la transformée de Fourier spatiale et temporelle de la densité :

nVT ( k⃗ ,ω)=∫0

T

∭V
n ( r⃗ , t )e

i(−k⃗ . r⃗+ ω t )
d 3 r⃗ dt

4.4 Spectre fréquentiel du courant du 
détecteur
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4.a Spectre du courant
Nous allons évaluer le spectre du courant de battement ibt   :

ib(t )=ℜ{i
πε0αηH ηqe

h
4μ0C cosθ pol

πw2 N
√Pi P ol e

i (ωm t+ φm )s ( k⃗ , t)}

soit

ib(t )=i
πε0αηH ηqe

2 h
4μ0 C cosθpol

πw2 N
√Pi Pol [e

i(ωm t+ φm )s ( k⃗ , t)−e−i (ωm t+ φm )s (−k⃗ , t) ]

car le complexe conjugué de sk , t  est :

s∗( k⃗ ,t )=∭u ( r⃗ )ei k⃗ . r⃗ n ( r⃗ , t )d 3 r⃗=s (−k⃗ , t)
La transformée de Fourier  temporelle des 2 termes dépendant du temps entre

crochet s'écrivent :

∫T
e

i (ωm t+ φ m)s( k⃗ , t )eiω t dt=e
iφ m s( k⃗ ,ω+ ωm)

et :

∫T
e
−i (ωm t+ φ m)s(−k⃗ , t)eiω t dt=e

−iφ m s(−k⃗ ,ω−ωm)

La transformée de Fourier temporelle du courant de battement est alors

ib(ω)=i
π ε0αηH ηqe

2 h

4μ0 C cosθpol

πw2 N √Pi Pol [eiφ m s ( k⃗ ,ω+ ωm)−e
−iφ m s (−k⃗ ,ω−ωm)]

Le spectre correspondant s'exprime alors :

I b(ω)=〈n〉V V s( π ε0αηH ηqe

2 h )
2

( 4μ0 C cosθ pol

πw2 N )
2

Pi Pol [S ( k⃗ ,ωm+ ω)+ S ( k⃗ ,ωm−ω)]

Comme nous l'avons vu, le signal de diffusion sk , t  a une largeur spectrale

limitée  à D (avec D≪m ).  Pour  des  pulsations  dans  l'intervalle

[m−D ;mD ] qui  nous  intéressera,  la  valeur  de S k ,m est

négligeable. Le spectre du courant ibt  se réduit à un terme :

I b(ω)=〈n〉V V s( πε0αηH ηqe

2 h )
2

( 4μ0C cosθ pol

πw2 N )
2

Pi Pol S ( k⃗ ,ωm−ω)

4.b Effet de volume fini
Le spectre du signal de diffusion S k , dépend du volume de diffusion V s . Il

diffère de Sn
k , ,  le spectre de nk , t  sur tout l'espace. Nous supposerons

néanmoins dans la suite que le spectre de la densité Sn
k , varie peu à l'échelle

de la résolution spectrale dk propre au volume de diffusion V s . Dans cette limite,
le spectre du signal de diffusion s'identifie à le spectre de la densité :

S k ,~Sn 
k ,

Le spectre du courant s'écrit alors :
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I b(ω)=〈n〉V V turb( πε0αηH ηqe

2 h )
2

( 4μ0 C cosθ pol

πw2 N )
2

Pi Pol Sn( k⃗ ,ωm−ω)

Nous nous limitons au volume de la turbulence :

V turb=
πw2

4
L turb

Le spectre du courant de battement est :

I b(ω)=〈n〉V turb

πw2 L turb

4 ( πε0αηH ηqe

2h )
2

( 4μ0 C cosθ pol

πw2 N )
2

Pi Pol Sn( k⃗ ,ωm−ω)

Après simplification :

I b(ω)=
πL turb〈n〉V turb

α
2
ηH

2
η

2 qe
2 cos2

θpol

h2 C2 N2 w2 Pi Pol S n( k⃗ ,ωm−ω)  (4.6)

4.5 Rapport signal sur bruit du courant
5.a Bruit photonique du détecteur

Le détecteur est à l'origine d'un bruit qualifié de bruit photonique, qui se comporte
comme  un  bruit  de  grenaille  en  électronique,  tel  que  décrit  par  J.  Sheffield
[Sheffield1975].

Pendant une période de temps arbitraire T , le nombre moyen d'électrons émis
par le détecteur est :

〈N e( t)〉T=T 〈ne(t )〉T=T η

ℏωi

Pol

L'émission des électrons par le détecteur suit un processus de Poisson : le temps
d'émission  de  chaque  électron  est  indépendant  des  autres.  Ce  nombre N e t 
fluctue au cours du temps, et sa variance est égale à sa  moyenne:

 N e

2 =〈N e t 〉T

donc la variance du flux d'électrons s'écrit :

ne

2=
1
T 2 〈N e t 〉T

Pour le courant issu du détecteur, i(t )=qe ne (t) , la variance s'écrit :

σ i
2
=

qe
2

T 2
〈N e(t)〉T=

1
T

ηqe
2

ℏωi

Pol

Par la relation de Parseval, cette variance correspond à la densité spectral du bruit

I n f  intégrée sur les fréquences plus petites que
1

2T (la variable aléatoire a été

moyennée sur un temps  T ). Comme les événements (émissions des électrons)
sont non corrélés dans le temps, ce bruit est blanc, indépendant de la fréquence,

I n f =In :

σ i
2
=∫−1 /2T

1 /2T
I n df= 1

T
I n
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Le spectre du bruit blanc, indépendant de f  , s'écrit :

I n=T σ i
2
=
ηqe

2

ℏωi

Pol  (4.7)

Le bruit photonique sur le courant de sortie du détecteur est proportionnel à la 
puissance du faisceau OL.

Puissance du bruit photonique
D'un  point  de  vue  pratique,  les  détecteurs  ne  supporte  qu'une  puissance

lumineuse de l'ordre du milliwatt : Pol=1mW . Pour une source de longueur d'onde

i=0,514 µm , le bruit photonique est donc de :

I n=3,32 10−20 A2 /Hz
Sur  une  largeur  spectrale  f=1kHz et  appliquée  sur  une  résistance

R i=50 , le bruit photonique du courant produit une puissance P   :

P=Ri I n f
soit :

P=1,66 10−15W
Ce niveau est détectable après amplification par un pré-ampli faible bruit.

5.b Rapport signal sur bruit et spectre de la densité
Le spectre du courant de battement est :

I b(ω)=
π L turb 〈n〉V turb

α2ηH
2 η2 qe

2 cos2θpol

h2 C2 N2 w2 Pi Pol Sn( k⃗ ,ωm−ω)

la dynamique du signal s'écrit alors ( ℏi=h C
N i

) :

Ib (ω)

I n

=
π L turb〈n〉V turb

α2ηH
2 ηcos2θpol

hC N 3
λi w

2 Pi Sn( k⃗ ,ωm−ω) (4.8)

En inversant la formule,  nous pouvons alors exprimer la spectre de la densité
moléculaire en fonction du rapport signal sur bruit :

S n( k⃗ ,ωm−ω)=
h C N3 λi w

2

π L turb〈n〉V turb
α2ηH

2 ηcos2θpol Pi

Ib(ω)

I n

L'intérêt du rapport signal sur bruit est que celui est maintenu tout au long de la
chaîne électronique, tant que le bruit de grenaille du détecteur domine les autres
bruits (essentiellement le bruit thermique du premier ampli). Nous choisirons donc la
puissance  de  l'OL  suffisante  pour  que  le  bruit  photonique  dépasse  ce  bruit
thermique.

5.c Rapport signal sur bruit pour un gaz incohérent
Quelle est la sensibilité typique de l'instrument ? Quelle puissance de faisceau

faut-il pour détecter les fluctuations les plus faibles ?
Nous  considérerons  l'air,  dans  les  conditions  normales  de  température  et  de

pression. Les fluctuations les plus faibles sont celles d'un gaz incohérent.
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Rappelons, que pour un gaz incohérent, les fluctuations moyennes sont :

〈∣s k , t ∣
2
〉t=〈n 〉V s

Par la formule de Parseval, ceci implique, pour le spectre :

∫
−∞

+∞

S ( k⃗ , f )df =1
Le rapport du signal intégré sur toutes les fréquences sur le bruit par fréquence est

alors :

∫−∞
+∞

Ib , inc ( f )df

I n

=
π L inc 〈n〉V turb

α
2
ηH

2
ηcos2

θpol

hC N3 w2 λi

P i

La polarisation des faisceaux est choisie perpendiculaire au plan de diffusion pour
optimiser la diffusion :

cospol=1
Dans les conditions normales de température et de pression, l'air a pour densité

moléculaire :

〈n 〉V turb
=2,7 1025 m−3

Pour l'air, la polarisabilité est :

air=2,07 10−29 m3

Considérons une source laser visible (le visible est plus favorable à l'infrarouge) de
puissance continue d'un Watt. La taille des faisceaux est de l'ordre du millimètre :
λ i=0,514 µm Pi=1Watt w=1 mm
L'efficacité quantique du détecteur est  de l'ordre de 50% : η=0,5 ,  l'efficacité

d'hétérodynage est considérée optimale : ηH=1 .

Nous supposons un angle de diffusion θ=10 mrad :

λ=
λ i

θ =50 µm
La longueur d'air traversée par le volume de diffusion est alors :

L inc=
w √π
θ
=18cm

Le rapport du signal intégré sur tout le spectre, sur le bruit par fréquence vaut :

∫−∞
+∞

Ib , inc df

I n

=3,2 104 Hz

Nous verrons dans le chapitre suivant que la largeur fréquentielle typique de le
spectre est donnée par l'effet Doppler :

Δ F=
uth air

λ

Dans les conditions standard, la vitesse thermique est uth air=406 ms−1 , la largeur
fréquentielle est alors :

Δ f=8,0 106 Hz
La rapport signal sur bruit sur l'ensemble du spectre pour un gaz incohérent est

alors en moyenne très faible :
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∫−∞
+∞

Ib , inc I b( f )df

I nΔ f
=4 10−3

Pour  pouvoir  observer  la  diffusion  incohérente  de  l'air  dans  les  conditions
ambiantes, il faut une source laser de puissance très importante.

5.d Rapport signal sur bruit pour une onde sonore
Si la  détection de la  diffusion incohérente est  difficile,  la  détection d'une onde

sonore générée par un piézoélectrique est beaucoup plus aisé. Si la source sonore
est étalonnée, elle permet de vérifier la réponse du système [Tsikata2010].

Onde acoustique étalonnée
Nous utilisons un piézoélectrique comme source d'onde sonore alimentée à la

pulsation ωac . La surface vibrante du piézoélectrique une onde sonore de vecteur
d'onde k⃗ac . Sa direction est normale à la surface vibrante, et le nombre d'onde est

kac=
ωac

cs
où c s est  la  vitesse du  son  dans  le  milieu.  L'amplitude maximale du

déplacement  de  la  surface  vibrante aac doit  être  connue.  Pour  une  propagation

dans  l'air  à  la  densité  moyenne 〈n 〉V ,  la  variance  des  fluctuations  de  densité
associée est donnée par :

〈nac
2
〉V ac
=

1
2 (

aacωac 〈n〉V ac

c s
)

2

L'onde  sonore  ne  couvre  pas  toute  la  longueur  du  volume  de  diffusion,  mais
seulement la longueur Lac . 

Rapport signal sur bruit attendu 
Comme le signal de signal de diffusion est une transformée de Fourier spatial de

la densité et que l'onde sonore est un mode de Fourier, le signal sera sensible à
cette onde si le vecteur d'onde de diffusion correspond au vecteur d'onde de l'onde
sonore : k⃗=k⃗ac .

Si les 2 vecteurs d'onde coïncident bien, la variance du signal de diffusion est la
somme du terme incohérent, et la variance propre à l'onde sonore.

〈∣s( k⃗ , t)∣
2
〉t=〈n 〉V s

V s+〈n1
2
〉V ac

V ac
2

Le volume occupé par le son V ac est défini par le profil u ( r⃗ ) ,  limité dans le

sens de sa longueur, au diamètre de l'onde sonore Lac . Ce volume aura pour les 2

dimensions transverses, la longueur intégrale w √
π
2 . Le volume est alors :

V ac=
πw2 Lac

2

Le volume est calculé à partir de u ( r⃗ ) et non de u ( r⃗ )2

L'amplitude  de  l'onde  sonore  sera  suffisamment  grande  pour  que  le  terme
incohérent soit négligeable. La partie principale de la puissance spectrale du signal
de diffusion se retrouvera autour la fréquence de celle-ci Nous intégrons sur une
largeur Δ f , plus large que la source de l'onde sonore :
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∫f ac−Δ f /2

f ac+Δ f /2
Sn( k⃗ , f )df=

〈nac
2 〉V ac

V ac
2

〈n〉V s
V s

le  rapport  signal  sur  bruit  attendu  autour  de  la  fréquence  de  l'onde  sonore
(modulée à la fréquence de modulation du système hétérodyne f m ) :

∫f ac−Δ f / 2

f ac+Δ f /2
Ib ,ac ( f m− f )df

I n

=
π L inc 〈n〉V turb

α2ηH
2 ηcos2θpol

hC N3 w2
λ i

Pi

〈nac
2 〉V ac

V ac
2

〈n 〉V s
V s

Comparé au signal incohérent, ce rapport signal sur bruit est donc :

∫f ac−Δ f / 2

f ac+Δ f /2
Ib ,ac ( f m− f )df

I n

=
∫
−∞

+∞

I b , inc ( f )df

I n

〈nac
2 〉V son

V ac
2

〈n〉V s
V s

Si on considère un piézoélectrique excité à la fréquence f ac=332 kHz ,  avec

une amplitude de mouvement aac=11.5 10−10 m sur un diamètre de Lac=5cm ,
la variance des fluctuations propre à l'onde générée est de :

〈nac
2
〉V ac
=

1
2 (

aacωac 〈n〉V ac

c s
)

2

=1.9 1040 m−6

Nous allons estimer la puissance sonore de cette onde. Comme l'amplitude de la
vitesse est aacωac ,  l'énergie totale (cinétique et de pression) moyennée dans le
temps par unité de volume est :

Eac

V ac

=
1
2
ρair aac

2 ωac
2

Comme  l'onde  se  propage  à  la  vitesse c s ,  l'intensité  acoustique I s (la
puissance sonore par unité de surface) correspondant à cette onde est donnée par :

I ac=
Pac

Aac

=c s

Eac

V ac

=
1
2

aac
2 ωac

2 Z s

où apparaît Z s=ρair cs , l'impédance sonore de l'air ( Z s=428 kg m−2 s−1 dans les
conditions standard).

La puissance par unité de surface est ici de :
Pac

Aac

=1,2 10−3 Wm−2

C'est  équivalent  à  un niveau acoustique de 90 dB .  La référence est  le  seuil
d'audibilité, pour une fréquence dans la gamme audible, à 10−12 Wm−2 .

Nous considérons une source laser  infrarouge de puissance continue d'un Watt.
La  taille  des  faisceaux  est  de  l'ordre  de  quelques millimètres : λ i=10,6 µm

Pi=1Watt w=6mm
L'efficacité quantique du détecteur est  de l'ordre de 50% : =0,5 ,  l'efficacité

d'hétérodynage est considérée optimale : H=1 .

Nous  supposons  un  angle  de  diffusion =10 mrad .  La  longueur  d'onde  de
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diffusion correspond à celle de l'onde sonore :

λ=
λ i

θ =1 mm
La longueur d'air traversée par le volume de diffusion est alors :

L inc=
w √π
θ
=1,08 m

Le facteur correctif  du rapport signal sur bruit,  par rapport au signal incohérent
pour cette même source est alors :

〈nac
2 〉Vac

V ac
2

〈n〉V s
V s

=
〈nac

2 〉V ac

〈n 〉V s

πw2 Lac
2

2 Linc

=2 108

Le rapport signal sur le niveau de bruit est donc beaucoup fort que pour le gaz
incohérent :

∫−Δ f / 2

Δ f /2
Ib ,ac ( f m− f ac− f )df

I n

=5 1010 Hz

L'effet est d'autant plus favorable que sa largeur fréquentielle est très étroite. On
peut se limiter à la largeur de bande  f=1kHz . Le rapport signal sur bruit pour
une onde sonore est alors de l'ordre de :

∫−Δ f / 2

Δ f /2
Ib ,ac ( f m− f ac− f )df

InΔ f
=5 107

Ce niveau de rapport signal sur bruit est largement suffisant pour mesurer le signal
propre à l'onde sonore 
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5 Montage laser de diffusion 
collective

Cette partie développe les montages optiques et électroniques à mettre en œuvre
pour l'observation de la turbulence de l'air par diffusion collective.

5.1 Schéma général
1.a Choix de la source

Le choix du montage optique va dépendre des échelles de turbulence que nous
cherchons à observer.

Pour un écoulement de laboratoire, les échelles turbulentes d'un écoulement, vont
typiquement du centimètre (taille des plus gros tourbillons), à la dizaine de microns
(échelle  de Kolmogorov).  Comme nous l'avons vu,  la  diffusion Rayleigh est  plus
favorable  pour  des  sources  à  longueur  d'onde  courte.  La  longueur  d'onde  de
diffusion   est liée à la longueur de la source i par l'angle de diffusion :

=
1

2 sin/2 i

Pour atteindre cette gamme d'échelle, il est donc préférable d'utiliser une petite
longueur d'onde incidente i ,  et  de travailler  en diffusion vers l'avant (angle de
diffusion  petit). Néanmoins, du fait de la diffraction naturelle des faisceaux, l'angle
de diffusion ne peut arbitrairement petit.

Pour couvrir quasiment toute la gamme d'échelles envisagée, nous devons utiliser
2  montages  avec  des  sources  de  longueur  d'onde  différentes:  l'une  sera  dans
l'infrarouge lointain, à pour les plus grandes échelles, l'autre dans le visible, pour les
plus petites échelles.

1.b Description générale
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Dans les 2 cas, la source est un laser continu. Le faisceau oscillateur local (OL)
est obtenu en utilisant un modulateur acousto-optique, alimenté par un signal issu
d'un quartz.

L'angle de diffusion est  contrôlé par  des systèmes composés d'une lentille  de
focalisation et d'un périscope monté sur un rotateur.

Les détecteurs sont photovoltaïques. Un té de polarisation est placé derrière pour
séparer le signal continu, du signal de battement. Le signal de battement est amplifié
par  un  pré-ampli,  avant  d'être  démodulé  par  une  association  de  diviseurs,  de
mélangeurs, de filtres et d'ampli.

Le schéma général est montré ci-dessous. Les paragraphes suivants détaillent la
description des principaux composants.

Les photos qui l'accompagnent montrent un montage en lumière visible.

5.2 Montage optique
La photo qui suit montre le montage optique en lumière visible.
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2.a Source laser
Les 2 sources utilisées sont alors : un laser continu infrarouge lointain, à CO2 (
i=10,6m ) et un laser continu visible, à argon ionisé ( i=0,514m ).

Le fonctionnement des sources est continu afin de pouvoir suivre la dynamique du
signal  de  diffusion.  Les  puissances  de  faisceau  lumineux  nécessaires  pour  la
diffusion est de l'ordre du watt.
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2.b Modulateur acousto-optique

Afin  de  créer  le  faisceau  oscillateur  local  avec  un  décalage  fréquentiel,  nous
utilisons  un  modulateur  acousto-optique.  Il  fonctionne  sous  le  principe  de  la
diffraction d'une  onde  électromagnétique  par  une  onde  sonore  dans  un  solide
[Sapriel1976,Yariv2003, Yariv2007, Jonathan2008]. 

Diffusion de Bragg
Les effets de l'onde acoustique sont décrites  par un développement au premier

ordre de la perturbation provoquée par cette onde. Toute grandeur v sera écrite : 

v (x ,t )=v0+v1(x , t)  et v̂1=max (v1)

Un  onde  électromagnétique  monomode  (vecteur  d'onde k i , pulsation i ,

amplitude E⃗ 0i )  traverse un cristal  transparent  pour  elle,  d'indice optique  N 0 ,
avec une incidence quasi normale. Une onde acoustique est produite dans ce cristal
par un transducteur piézoélectrique excité à la pulsation m . L'onde progressive

se propage avec le vecteur le vecteur d'onde km . Elle génère une onde de l'indice

optique pour l'onde électromagnétique incidente d'amplitude N̂ 1 ( N 1≪N 0 ). Ces
variations d'indices vont diffracter le faisceau initial. Le faisceau lumineux sera traité
comme une onde plane, tant que sa taille transverse contient plusieurs longueurs
d'onde de l'onde  acoustique. L est la largeur, et l est l'épaisseur sur lesquelles
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l’interaction entre la lumière et l'onde acoustique a lieu.
La  nature  de  la  diffraction  dépend  de  la longueur  traversée.  La  condition  va

dépendre du paramètre sans dimension Q :

Q=
km

2 L

N 0 k i

L'intensité de la diffraction dépend de l'intensité des variations d'indice.  Elle va
s'exprimer à travers le paramètre sans dimension ν :

ν=k i L N̂1

Si la longueur L est courte de façon que Q≤1 ,  on se trouve alors dans le
régime de diffraction de Raman et Nath. Dans ce régime après traversée de l'onde
acoustique, le faisceau lumineux initial ( N 0 k⃗ i , i ) est séparé  en un ensemble
de faisceaux faisant intervenir les harmoniques de l'onde acoustiques. Pour l'ordre

m∈ℤ ,  le  vecteur  d'onde  est N 0 k⃗ i+m k⃗m et  la  pulsation ωi+mωm . Comme

généralement  km≪N 0 k i ,  chaque ordre est  diffracté par  rapport  à la  direction

initiale du faisceau lumineux, de l'angle θN=m
km

N 0 k i
. L'amplitude de l'onde pour cet

ordre est :  J m(ν)E 0i ( J m est la fonction de Bessel de première espèce d'ordre

m ). Si l'onde acoustique est peu intense de façon que ν≪1 , alors seuls les

ordres m=±1 apparaissent  avec  pour  amplitude
ν
2

E 0i ,  le  modes  d'ordres

supérieurs ont une amplitude négligeable. L'onde non déviée, d'ordre m=0 garde

pour  amplitude (1− ν
2

4
)E0i . Pour  des  valeurs  de  ν plus  grande,  les  ordres

supérieurs apparaissent.

Si la longueur L est  suffisamment longue de façon que Q≫1 ,  on se trouve
alors dans le régime de diffraction de Bragg. Dans ce cas, seul le premier ordre de la
diffraction de Raman et Nath est  possible m=±1 . Le vecteur d'onde de l'onde

diffractée  (pour  nous  l'oscillateur  local) N 0 k⃗ol=N 0 k⃗ i±k⃗m ;  La pulsation  est
ωol=ωi±ωm .  Ces 2 conditions fixent  la géométrie de la diffraction.  Comme la

fréquence  acoustique  est  très  faible  devant  la  fréquence  lumineuse, ωm≪ωi ,
l'onde diffractée a quasiment même fréquence et nombre d'onde que l'onde initiale :
ωol∼ωi  k⃗ol∼k⃗ i .  La figure de Bragg entre N 0 k⃗ i , N 0 k⃗ol et k⃗m forme alors

un triangle isocèle. L'onde  lumineuse n'est pas alors complètement normale. Elle
doit avoir pour incidence l'angle de Bragg θB :

θB=−
km

2 N 0 k i

L'onde acoustique vient alors s'ajouter au vecteur de l'onde lumineuse pour former
l'onde diffractée.

N 0 k⃗ol=N 0 k⃗ i+ k⃗m

L'angle  de  diffraction  est  le  double  en  valeur  absolue  de  l'angle  de  Bragg
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θol=2∣θB∣ . Les fréquences s'ajoutent aussi : 
ωol=ωi+ωm

Si l'angle d'incidence est opposé, l'onde acoustique est soustraite au lieu d'être
ajoutée.

L'amplitude de l'onde diffractée est fonction du paramètre ν :

E 0ol=sin ν
2

E 0i

L'amplitude  de  l'onde  transmise  sans  déviation  ( N=0 )  correspond  au
complémentaire en énergie : 

E 0t=√1−sin2 ν
2

E 0i . 

À  la  différence  du  régime de Raman et  Nath,  le  régime de  Bragg permet  de
diffracter plus de la moitié en énergie de l'onde incidente. La diffraction est même
complète pour ν=π

Effet photo-élastique
La relation entre l'intensité de l'onde acoustique et les variations d'indice optique

induites dépendent des propriétés photo-élastiques du matériau.
Dans  le  cristal, l'onde  acoustique  peut être  soit  longitudinale  soit  transverse

suivant que les déplacements sont dans la direction de propagation ou transverse à
elle. Dans tous les cas, le déplacement propre à cette onde est de la forme :

u1(x ,t )=û1 sin(k m x−ωm t )
Les variations d'indice du milieu sont liés aux variations de densité de celui-ci.

Pour que la densité du matériau change, le déplacement ne suffit pas : un gradient
du  déplacement  est  nécessaire  pour  induire  des  variations  de  densité. Nous
noterons s1(x ,t ) la déformation définie comme la dérivée du déplacement suivant
l'axe de propagation :

s1(x ,t )=
∂u1

∂ x
(x , t)=k m û1 cos(km x−ωm t ) avec ŝ1=k m û1

La  propriété  photo-élastique du  matériau  est  donnée  par  la relation  entre  les
fluctuations de l'inverse de la constante diélectrique relative, et la déformation du
solide :

( 1
ϵr )1=P p s1
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Le coefficient de linéarité Pp est la constante photo-élastique du matériau (sans
dimension). Elle dépend de la nature du matériau et de la longueur d'onde de la
lumière utilisée. Elle dépend aussi des polarisations de l'onde sonore et  de l'onde
lumineuse :  le milieu est biréfringent (elle s'exprime sous forme d'une matrice à 6
dimensions).

Les  variations  d'indice  se  déduisent  des  variation  de  la  constante  diélectrique
relative :

( 1
ϵr )1=( 1

N 2 )
1

=−2
N1

N 0
3

Les variations d'indice s'écrivent : 

N 1(x , t )=
−1
2

N 0
3 P p s1(x ,t )=

−1
2

N 0
3 P p km û1 cos(km x−ωm t)

L'amplitude maximale de variation d'indice est alors :

N̂ 1=
1
2

N 0
3 P p km û1

Comme vu précédemment,  l'amplitude du déplacement  dû à l'onde acoustique
peut être déduite de l'intensité de l'onde (puissance par unité de surface) :

I ac=
Pac

l L
=

1
2
ρ0 csωm

2 û1
2

La combinaison des 2 dernières relations permet de relier les fluctuations d'indice
à l'intensité de l'onde :

 N̂ 1=√ 1
2

M 2 I ac

où M 2 est défini comme la figure de mérite du matériau (dimension : [M−1T 3
] )

[Dixon1967] :

M 2=
N 0

6 Pp
2

ρ0 cs
3

le paramètre sans dimension ν s'exprime alors :

ν=k i L √1
2

M 2 I ac

L'intensité de la lumière diffractée relativement à la lumière incidente est alors :

I ol

I i

=
E 0ol

2

E0i
2 =sin2( ki L

2 √ 1
2

M 2 Iac)
Application au visible et à l'infrarouge lointain 

Le solide doit être transparent pour l'onde électromagnétique. C'est un cristal de
germanium ( Ge ) pour  le  laser  CO2,  et  un  cristal  de  quartz,  de  silice  ou  de
molybdate de plomb ( PbMoO4 )  pour le visible.  Les bandes de fréquences de
fonctionnement  des  modulateurs  sont  relativement  étroites  (une  dizaine  de
mégahertz). Elles sont autour de 40 MHz pour l'infrarouge lointain, et autour de 110
MHz pour le visible. Ce sont ces fréquences optimales pour le modulateur qui seront
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utilisées comme fréquence de modulation pour l'oscillateur local.  L'interaction est
optimisée pour une polarisation particulière du faisceau. L'onde électromagnétique
doit être la plus plane possible dans le cristal. Pour un faisceau gaussien, on se
place à proximité de la position de taille minimum du faisceau.

Le  tableau  ci-dessous  montre  la figure de  mérite  photo-élastique  pour  ces
matériaux dans les conditions optimales de l'effet photo-élastique :

Matériau λ i

µm
Polar.

lumière
Polar.
son

N 0 c s

m s−1

ρ0

kg m−3
M 2

s3 kg−1

Ge 10,6 ∥ ∥ 4,003 5,5103 5,3103 84010−15

PbMoO4 0,514 ∥ou⊥ ∥ 2,47 3,63103 6,95103 23,710−15

Ce système permet que les faisceaux incident et OL soient cohérents entre eux.

2.c Lentille de focalisation et rotateur

Le volume de diffusion est défini par le croisement des faisceaux primaire et OL.
L'angle  de diffusion  est  aussi  l'angle entre ces 2  faisceaux :  pour  changer  le
vecteur d'onde de diffusion k , il faut changer l'angle de croisement des faisceaux.
Comment rendre l'angle de diffusion modifiable, en conservant la position du volume
de diffusion ?

Le faisceau OL devant être dirigé sur le détecteur, il restera fixe. C'est le faisceau
primaire qui  sera modifié. Pour changer l'angle tout en conservant la position du
croisement, le plus simple est de placer le volume de diffusion au point focale d'une
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lentille convergente. Il suffit alors de garantir que les faisceaux restent parallèles en
amont de la lentille, pour qu'ils se croisent toujours au point focal image.

Le faisceau OL est dirigé sur l'axe central de la lentille.
Rotation du vecteur d'onde de diffusion

Le faisceau primaire est décalé de cet axe par un système de périscope monté sur
un rotateur. Ce rotateur est aussi sur le même axe que la lentille. La rotation permet
de changer la direction du vecteur d'onde de diffusion k .

La rotation est limitée par la gène que peut susciter le miroir (et son support) qui
permet de ramener le faisceau OL sur l'axe de la lentille. Mais la diffusion à −k
n'apporte  pas  d'informations  supplémentaires  par  rapport  à  celle  à  k :

s−k ,t =s∗k , t  . Une excursion de 180° suffit. 

 

Modification du nombre d'onde diffusion
Pour  changer  l'angle  de  diffusion  ,  il  faut  changer  la  distance  entre  les  2

faisceaux. Pour cela le miroir extérieur du périscope est monté sur un translateur.
L'angle  se déduit aisément de la distance d entre les faisceaux et de la focale

F de la lentille : θ=
d
F . Dans l'approximation des petits angles, le nombre d'onde

de diffusion est k= d
F k i et la longueur d'onde de diffusion est λ=

F
d λ i .

La taille  du faisceau est  modifiée par  la lentille (voir  les annexes).  Nous nous
placerons dans la situation con-focal : le foyer amont de la lentille est situé sur la
position de taille minimum  w t du faisceau. Le foyer image correspond alors à la
position de taille minimum w du faisceau image. La relation entre les 2 est :

w=
λi F
πw t
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Gamme de longueur d'onde de diffusion accessible
La gamme  de longueurs d'onde de diffusion accessible dépend des constantes
λ i , la longueur d'onde de la source, et F la focale de la lentille, et de la gamme

de distance entre faisceaux d accessible. 

Pour  le montage infrarouge, la taille  du faisceau au niveau du rotateur est  de
w t=0,5 mm . La taille du faisceau dans la zone de mesure est de w=6 mm .

La distance entre faisceaux est limitée par 4≤ d≤ 40 mm , comme la focale F
est de 1m , l'angle de diffusion varie sur la plage 4≤ ≤ 40 mrad . L'échelle de
diffusion correspondante ~i/ varie dans l'intervalle 0,25≤ ≤ 2,5 mm .

Pour le montage visible, la lentille est plus petite. La taille au niveau du rotateur est
de w t=0,3 mm .  La  taille  dans  la  zone  de  mesure  est  de  w=0,5 mm  La

distance d est  limitée  par 4≤ d≤ 20 mm .  La  focale  est  aussi  de 1m :
4≤ ≤ 20mrad .  La gamme d'échelles de diffusion correspondante est  alors :
26  128 µm . 

L'ensemble  des  2  systèmes  permet  donc  de  couvrir  un  ensemble  étendu
d'échelles dans le milieu.

Résolution transverse relative en nombre d'onde
Nous avons vu plus haut que la résolution transverse relative en nombre d'onde

est fonction du rapport entre l'angle de divergence des faisceaux θw=
λi

πw et l'angle

de diffusion θ :

 
dk t

k
=
θw

√2θ
Pour le montage infrarouge, la résolution relative transverse va de 1 % aux petites

échelles de diffusion à 10% aux grandes échelles. Pour le montage en visible, la
résolution en visible, elle va de 1,2 % à 6 %.

Angle de diffusion minimum et maximum
Pour un faisceau gaussien, le diamètre utile des faisceaux est égal à 4 fois la taille

du faisceau. En deçà de cette limite, le faisceau peut être déformé par diffraction.
Les miroirs du translateur (et celui de l'OL) doivent donc avoir  pour diamètre, au
moins quatre fois la taille wt des faisceaux OL et primaire à cet endroit avant la
lentille.

L'angle de diffusion maximum accessible  par  ce montage est  limité  par  l'écart
maximum entre les faisceaux sur la lentille le diamètre de la lentille de focalisation et
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par sa focale. Il dépend donc essentiellement du rayon de la lentille Rl et de sa
focale.

θmax∼(Rl−2 wt)/F
Cet angle maximal peut être doublé si on choisit de décentrer le faisceau OL sur la

lentille. Le contrôle de l'angle et de la direction de diffusion par le rotateur devient
dans ce cas plus complexe.

Pour  l'angle  de  diffusion  minimum  (qui  permet  d'atteindre  les  plus  grandes
longueurs  d'onde),  c'est  la  taille  des  faisceaux  qui  limite.  La  distance  entre  le
faisceau primaire et l'OL est au moins de 4 fois leur taille : 4wt . L'angle minimum
est alors:

θmin=4wt /F
Du fait de la configuration con-focale de la lentille,la taille des faisceaux au niveau

du rotateur peut être remplacée par la taille des faisceaux dans la zone de mesure
dans la zone de de mesure :

θmin=4
λi

πw  

L'angle minimum est alors directement fonction de θw , l'angle de divergence des
faisceaux dans la zone de mesure :

θmin=4θw

Cet  angle  minimum n'est  en  fait  pas  lié  à  la  configuration  avec  la  lentille  de
focalisation utilisée ici,  mais est intrinsèque à la divergence naturelle du faisceau
gaussien par  diffraction  :  aucune  autre  configuration,  ni  aucune  autre  forme  de
faisceau ne permettrait de diminuer plus l'angle entre les faisceaux.

2.d Détecteur
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 Le détecteur est une diode photovoltaïque. Pour un fonctionnement optimale, la
diode  est  polarisée.  Elle ne  supporte que des  puissances  photoniques Pd  de

l'ordre du milliwatt. Le diamètre ad est de l'ordre de quelques centaines de microns.
Leur bande passante est quelques centaines de mégahertz.

Pour l'infrarouge, la diode est  en HgCdTe (Mercure-Cadmium-Tellure).  Elle doit
être refroidie à la température de l'azote liquide, pour ne pas être sensible à son
propre rayonnement infrarouge. 

Pour  le  visible,  c'est  une  photo-diode  PIN silicium ultra  rapide,  fonctionnant  à
température ambiante.

Focalisation des faisceaux
Une lentille est placée en amont afin de pincer le faisceau oscillateur local sur la

surface du détecteur. Pour que les conditions de la détection hétérodynes soient
réunies, il est essentiel que la taille du faisceau Oscillateur Local soit plus petite que
la  surface sensible  du  détecteur.  La  distance  entre  la  lentille  et  le  détecteur
correspond à la  focale de la lentille F d . Du fait que la diffusion se fait en champ
lointain, cette lentille permet de traduire cette limite en ouverture angulaire ( θd est
le demi-angle d'ouverture) :

θd=
ad

2F d

Le  demi-angle  de  divergence  des  faisceaux gaussiens depuis  le  volume  de
mesure est (cf l'annexe sur les faisceaux gaussiens :

θw=
λ
πw

Le demi-angle d'ouverture du détecteur doit alors être plus grand que le double de
la divergence des faisceaux : θd≥2θw . Soit :

ad

F d

≥
4 λ
πw
Limite en puissance et angle de diffusion limite

Comme par diffraction, une partie du faisceau primaire atteint le détecteur, l'angle
de diffusion peut être limité par la puissance acceptable par le détecteur. Pour l'angle
de diffusion θ , la part de puissance du faisceau primaire reçue par le détecteur
est :

 Pd=Pi∬−θd

θd 2
πθw

2 e
−2 [(θ+θx)

2+θ y
2]/θw

2

d θx d θy

Pour une source puissante ( P i de quelques dizaines de Watt), et une taille de
faisceau assez grande dans la zone de mesure ( w de quelques millimètres), cette
puissance  sur  le  détecteur  peut  dépasser  le  seuil  de  puissance  permise  sur  le
détecteur, pour des angles plus grands que la limite propre à la diffraction vue plus
haut ( θmin=4θw ).

Bruit photonique
Pour le laser CO2, le détecteur est limité en puissance lumineuse recevable (de

l'ordre du milliwatt) et en courant le traversant (de l'ordre du milliampère). 
Typiquement,  la puissance  lumineuse propre  à  l'oscillateur  local  est de
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Pol=0,2 mW . Pour un détecteur avec une efficacité quantique de η=0,6 , cette
puissance génère un courant continu de :

ilum=ηqe
2 Plum

hνi

=1mA

La  variance  de  courant  propre  au  bruit  photonique, σ iol
2

,  pour  une  bande

passante de ΔF=500 MHz , est alors :

σ iol
2 =ηqe

2 Pol

hνi

ΔF=0,8⋅10−2 µA2

Ce bruit photonique est proche de la limite supérieure.

2.e  Cohérence entre les 2 chemins optiques
Le signal de diffusion étant porté par l'interférence du faisceau OL et de la lumière

diffusée par le faisceau primaire, il faut être attentif à la cohérence entre les 2 ondes.
La différence de longueur des chemins optiques doit être inférieure à la longueur de
cohérence du laser. Il faut aussi réduire au nombre minimum, les miroirs qui ne sont
pas  communs aux 2  chemins,  car  seuls  ceux-là  pourront  introduire  des signaux
parasites, liés aux vibrations mécaniques.

5.3 Composants électroniques

3.a Quartz à la fréquence de modulation
Le modulateur acousto-optique nécessite une source très stable en fréquence.

Pour cela, nous utilisons un oscillateur à quartz. Sa stabilité en fréquence est au
moins de 10−6 .
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3.b Té de polarisation du détecteur
La  photo-diode  du  détecteur  doit  être  polarisée  de  +100  mV  pour  la  diode

HgCdTe, et  de +12 V pour la diode PIN. Le détecteur est  connecté à un Té de
polarisation  qui  sépare  les  parties  continue  et  alternative  du  signal.  La  partie
continue est connectée à un polarisateur. 

Le polarisateur est équipé d'un système de conversion courant-tension, à base
d'ampli  opérationnel.  Ce schéma permet  aussi  de limiter  le courant traversant le
détecteur. La partie continue du signal correspond à la puissance du faisceau OL.  

3.c Pré-amplificateur faible bruit
La partie fluctuante du courant, correspondant au courant de battement, est très

faible.  ce  signal  est  alors  amplifié  par  un  premier  amplificateur,  à  proximité  du
détecteur pour limiter  les parasites extérieurs potentiels.  Ce pré-ampli  doit  être à
faible bruit, de manière à limiter le bruit thermique de l'amplificateur, par rapport au
bruit photonique, qui sert de référence.

La variance de courant due au bruit thermique propre d'un amplificateur de facteur
de bruit F n de 2 dB, à la température ordinaire T 0=293 K , avant amplification, et

pour une bande passante Δ F=500 MHz est :

〈 i therm
2〉=

4 k T 0(F n−1)ΔF

R50

=0,9⋅10−2 µA2

Pour le laser CO2, cette variance est inférieure, mais reste du même ordre que le
bruit photonique optimisé du détecteur vu plus haut. Pour une évaluation correcte du
rapport  signal  sur bruit  photonique,  le rapport  signal  sur  bruit  mesuré devra être
corrigé du bruit thermique de l'ampli.

3.d Démodulateur IQ, amplification et filtrage
Le signal en sortie de détecteur peut être directement observé par un analyseur de

spectre.
Si  nous  voulons  numériser  le  signal  pour  des  traitements  numériques  plus

évolués,  il  est  préférable  de  le  démoduler  comme  vu  précédemment.  Cette
démodulation IQ permet d'utiliser une fréquence de numérisation plus basse, sans
perte d'information sur le signal puisque la fréquence maximum du signal est plus
basse.  Numériser  le  signal  modulé nécessiterait  une fréquence d'échantillonnage
très grande.

Le schéma de démodulation IQ est réalisé avec des diviseurs de puissance, en
phase (pour le signal du détecteur) et en quadrature de phase (ou hybride, pour le
signal à la fréquence de modulation). Les signaux en sorties sont envoyés vers des
mélangeurs, pour en obtenir le produit des signaux.

Chacun des 2 signaux est ensuite filtré pour éliminer le produit au double de la
fréquence de modulation.  Il  est aussi  amplifié pour atteindre un niveau de signal
suffisant pour être numérisé avec la meilleure résolution possible. Le facteur de bruit
de ces amplis est moins primordial que celui du pré-ampli, en début de chaîne.

5.4 Instrumentation
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4.a Analyseur de spectre
L'analyseur de spectre sert de moniteur en temps réel du spectre du signal de

diffusion collective.

4.b Acquisition numérique
L'acquisition numérique des signaux de diffusion collective permet,  au delà du

calcul du spectre, ou d'autres formes de traitement numérique.

5.5 Signal typique de diffusion collective

Un signal complexe typique de diffusion sk , t  sur un gaz turbulent est montré
sur la figure ci-dessus. 

Le  cadre  de  gauche  montre  les  courbes  des  parties  réelle  et  imaginaire  en
fonction du temps. Ils apparaissent aléatoires. Leurs valeurs fluctuent autour de 0.
La variance des 2 signaux est comparable. On devine un déphasage. La période des
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oscillations est de l'ordre de 10 s . La fréquence moyenne est alors de l'ordre de
100 kHz
La figure de droite montre le même signal dans le plan de phase (parte réelle en

abscisse, imaginaire en ordonnée). Nous voyons que les parties réelle et imaginaire
sont bien en quadrature de phase, et que le signal peut être vu comme une rotation
de phase, avec des fortes variations de module.

Nous  avons  vu  dans  l'introduction  que  cette  rotation  de  phase  peut  être  la
signature d'une vitesse moyenne de convection sur le volume de diffusion. Nous
tenterons,  dans  la  partie  suivante,  d'extraire  de  ce  signal  des  informations  plus
détaillées sur l'écoulement.
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6 Diffusion collective et turbulence 
de l'air

Nous avons vu dans les parties précédentes, le principe de la mesure, et  son
application  pratique.  Nous  allons  voir  dans  cette  partie  quelles  informations  sur
l'écoulement, nous pouvons extraire du signal.

Dans un premier temps, nous voyons les propriétés « statiques » de l'écoulement
que nous pouvons déduire en prenant, littéralement, une photo de l'écoulement.

Dans  un  second  temps,  nous  allons  voir  les  propriétés  dynamiques  de
l'écoulement portées par le signal de diffusion collective.

6.1 Facteur de forme et loi de Kolmogorov
Suivant le principe de la diffusion, nous avons vu que l'amplitude du signal diffusé

est lié au niveau de fluctuations à l'échelle observée. Nous allons voir qu'elle peut
être reliée à la cascade de Kolmogorov dans un fluide turbulent.

1.a Facteur de forme
L'amplitude du signal est caractérisée par le facteur de forme.

Facteur de forme d'un solide
La notion de facteur de forme est définie pour la diffusion appliquée au solide

cristallin. La facteur de forme est le signal de diffusion lui-même, indépendant du
temps pour un solide : 

F k  =∑ j e−i k. r j = s k 
Facteur de forme statique d'un fluide

Pour un fluide turbulent, la notion doit être adaptée, puisque le signal de diffusion
dépend du temps. Sa moyenne temporelle est nulle, car, comme nous l'avons vu sur
le signal typique, sa phase est aléatoire. Nous allons définir le facteur de forme à
partir de la variance du signal :

S k = 1
〈n〉V V s

〈∣sk , t ∣2〉T (6.1)

La  notion  reste  une  notion  statique  :  La  moyenne  temporelle  équivaut  à  une
moyenne statistique (par l'hypothèse ergodique). Le facteur de forme n'est pas lié à
la dynamique temporelle du signal : c'est, comme on va le voir, littéralement une
photo de l'écoulement.

Par  la  formule  de  Parseval,  le  facteur  de  forme  est  l'intégrale  du  spectre
fréquentiel du signal de diffusion :

S k =∫ S k , d
2  (6.2)

Gaz incohérent
Nous avons vu précédemment que pour un gaz incohérent, la variance du signal

de diffusion était égale au nombre de diffuseurs  : 

〈∣sk , t ∣2〉t=N s=〈n 〉V V s

Ceci implique que le facteur de forme est indépendant de l'échelle :

S k =1
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Structures cohérentes
Pour un gaz turbulent, des structures apparaissent. La somme des termes croisés

n'est plus négligeable, et devient même dominante :

 S k ≥1
Aux  échelles  plus  petites  que  l'échelle  de  dissipation,  les  fluctuations  restent

limitées aux fluctuations incohérentes : 

k≥kdisspation S k =1
Facteur de forme et taux de fluctuation

Le facteur  de forme ne renseigne sur  les fluctuations de densité que pour  un
vecteur  d'onde déterminé.  Pour  pouvoir  établir  un taux de fluctuations,  il  faudrait
connaître le facteur de forme pour tous les vecteurs d'onde de diffusion de l'espace
réciproque. 

La relation entre le taux de fluctuations et le facteur est obtenu par application de
la formule de Parseval dans le domaine spatial :

〈n r , t 2〉V ,T=n0∫ S k  d 3k

23

Facteur de forme : grandeur intensive
Le facteur de forme est-il une grandeur intensive ou extensive? 
Supposons  que  l'ensemble  des  diffuseurs  se  séparent  en  2  sous-ensembles

statistiquement indépendants de diffuseurs N s1 et N s2 , pour lesquels les signaux

de diffusion sont s1( k⃗ ,t) et s2( k⃗ , t) . Du fait de l'indépendance statistique entre
les sous-ensembles :

 〈s1
∗( k⃗ , t) s2( k⃗ , t)〉t=0

La variance du signal global de diffusion est la somme des variances :

〈∣s( k⃗ , t)∣2〉t=〈∣s1( k⃗ , t)+s2 ( k⃗ , t )∣2〉t=〈∣s1( k⃗ , t)∣2〉t+〈∣s2( k⃗ , t )∣2〉t

Le facteur de forme est alors des facteurs de forme sur les sous-ensembles :

S ( k⃗ )=
〈∣s1( k⃗ , t )∣

2
〉t+ 〈∣s2( k⃗ , t )∣

2
〉t

N s1+ N s2

=
N s1S1( k⃗)+ N s2 S2 ( k⃗)

N s1+ N s2

Comme le facteur de forme est une moyenne sur les ensembles non corrélés,
c'est une grandeur intensive. 

Le facteur de forme donne une évaluation de l'intensité moyenne des structures
cohérentes de l'écoulement, à l'échelle de diffusion. 

Dans le chapitre sur la diffusion collective appliquée à la turbulence de l'air, nous
relierons la variance du signal de diffusion à la cascade de Kolmogorov.  

1.b Facteur de forme et cascade de Kolmogorov
Le modèle de la cascade de Kolmogorov permet d'établir une loi pour la variation

du facteur de forme avec l'échelle, à condition de considérer la densité comme un
scalaire passif de la turbulence. Une description simple est donnée dans le manuel
de M. Lesieur [Lesieur1994].

Cascade de Kolmogorov
Kolmogorov  a  proposé  en  1941  un  modèle  décrivant  la  turbulence  par  une

cascade de l'énergie à travers les échelles (cf. U. Frisch [Frisch1995]). L'énergie de
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la  turbulence  est  injectée  aux  grandes  échelles.  Elle  est  issue  de  gradients  de
vitesse qui induisent la formation de grands tourbillons. Si le produit de la taille par la
vitesse typique de ces tourbillons est grande par rapport à la viscosité cinématique,
la dissipation sera faible, comparée aux forces inertielles du milieu : c'est ce que
caractérise le nombre de Reynolds : 

Re=UL /
  Les tourbillons vont alors être transformés en tourbillons de taille plus petite. Ce
phénomène se  prolongera  jusqu'à  atteindre  des  tailles  et  vitesses  de  tourbillons
suffisamment  petites  pour  que  la  dissipation  domine  les  termes  d'inertie.  À  ces
échelles, l'énergie sera donc dissipée en chaleur. La gamme d'échelles intermédiaire
entre l'échelle de production et l'échelle de dissipation de l'énergie est la gamme
inertielle. 

 Nous introduisons r , le taux de transfert de l'énergie cinétique de l'échelle r
vers les échelles plus petites. Ce taux de transfert de l'énergie ne dépend que de
l'échelle r et de la vitesse caractéristique de l'écoulement à cette échelle, ur . Par
analyse dimensionnelle, nous obtenons alors : 

r∝ur
3 r−1

Il peut être décomposé en produit de l'énergie cinétique (par unité de masse) à
l'échelle r , E r∝ur

2 , par un temps correspondant au temps de retournement des

tourbillons à cette même échelle  r∝ur r−1 . 

Kolmogorov pose l'hypothèse que r est  en fait  indépendante de l'échelle r :
 . Si le flux était différent à des échelles différentes, l'énergie moyenne dans les

échelles intermédiaires ne serait pas stationnaire.   peut alors être évalué à partir
des paramètres de l'échelle de production :

∝U 3 L−1

Nous pouvons alors en déduire la vitesse à chaque échelle :

 ur∝
1 /3 r1/3

L'autre hypothèse déterminante est de supposer que la densité d'énergie E k k 
n'est fonction que de  et k ( k=2/r ). L'analyse dimensionnelle impose alors
la loi d'échelle de l'énergie :

E k k ∝
2/3 k−5/3

 (6.3)

 Échelle de Kolmogorov
À chaque échelle, nous associons un nombre de Reynolds :

Rer=ur r /=1 /3 r4 /3/

Ce nombre de Reynolds diminue vers les petites échelles. Quand il atteint la 
valeur 1, la dissipation devient du même ordre que les forces d'inerties : c'est 
l'échelle de Kolmogorov l d . En résolvant sur r , Rer=1 , nous trouvons alors :

 l d=
3/4 −1/4=Re

−3 /4 L
Contaminant passif 

Corrsin en 1951 a prolongé cette description pour un contaminant scalaire passif
de l'écoulement.
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Le  contaminant  passif  est  caractérisé  par  sa  diffusivité D .  Le  taux  de
dissipation  propre  au  scalaire  est  fonction  des  gradients  spatiaux  :
=6 D 〈∂x

2〉 . 

Corrsin a établit que le spectre du scalaire est donné par :

F k k ∝
−1/3 k−5/3

 (6.4)

Cette  description  est  usuellement  appliquée  à  la  température.  Nous  allons
l'appliquer  aussi  à  la  densité,  bien qu'elle  soit  encore plus  directement  liée  à  la
dynamique par les équations de Navier Stokes.

Loi de Kolmogorov pour le facteur de forme 
La diffusion collective permet d'avoir directement accès au facteur de forme, qui

est  fonction  de  la  transformée  de  Fourier  spatiale  de  la  densité S k  .  À  la
différence  des  spectres  considérés  ci-dessus,  cette  transformée  de  Fourier
s'applique au vecteur r et non simplement à l'échelle (scalaire) r . 

Pour passer de l'un à l'autre, il faut poser l'hypothèse que la turbulence est en
moyenne  isotrope  à  l'échelle  considérée  :  même  si  l'écoulement  présente  des
anisotropies à l'échelle de production, le transfert à travers les échelles induit une
perte de mémoire sur la direction initiale. Pour des échelles notablement plus petites
que l'échelle  de production,  la  turbulence est  isotrope.  Le spectre  en échelle  se
déduit du spectre spatial en intégrant tous les vecteurs d'onde de même module,
dans toutes les directions angulaires  , d'une sphère.  

S k =∫0

2
k d∫−/2

/2
k d S k , ,=4 k2 S k 

Ce passage du vectoriel au scalaire fait apparaître un facteur k2 .

Nous pouvons alors appliquer la loi de Kolmogorov au facteur de forme du signal
de diffusion collective :

S k  ∝  −1/3 k−11 /3  (6.5)

1.c Application à un jet d'air turbulent
Pour vérifier cette dépendance sur l'échelle, la diffusion collective a été appliquée

à l'observation d'un jet d'air turbulent.
Jet d'air turbulent à symétrie axiale

Une description très détaillé du jet d'air turbulent est donné par G.N. Abramovich
[Abramovich1963]. Nous donnons ici quelques propriétés phénoménologiques.

Un jet turbulent est obtenu par expulsion d'un air sous pression P j à travers une

buse circulaire, dans un volume d'air au repos. Il est caractérisé par U j , la vitesse
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de l'air éjecté par la buse, et par d j , le diamètre de la buse. 

Si la vitesse est suffisante, il se forme un jet d'air turbulent en aval sur l'axe de
symétrie. Le jet d'air prend une forme de cône d'environ 10° d'ouverture. Le jet ne
s'ouvre pas directement en sortie de la buse, mais à une distance x0 .  x0 est

expérimentalement évalué à x0=6 d j .

À une distance x en aval de la buse, la vitesse moyenne de l'écoulement sur
l'axe est U 0x  . Cette vitesse décroit comme l'inverse de la distance x  :

U 0x =5,9 d j

x−x 0
U j

Dans un plan perpendiculaire à l'axe du jet, la vitesse U x , r  décroit quand on
s'écarte  de  l'axe  d'un  rayon r .  Le  rayon  caractéristique b  x du  jet  à  cette
distance x est déterminé par le rayon pour lequel la vitesse a diminué de moitié (

U x ,b x = U0  x 
2 ). 

Le rayon b  x décrit la forme conique du jet : il croît de manière affine avec la
distance x .

b  x=0,08x−x0

Au  delà  d'une  certaine  distance,  l'écoulement  est  autosimilaire  :  les  profils
transverses à l'axe, de la vitesse, à différentes distances de la buse, se déduisent les
uns des autres par homothétie. Dans le manuel de J. O. Hinze, une description de
ces profils est donnée [Hinze1975]. 

Le nombre de Reynolds est estimé pour chaque distance x à la buse :

Re x =
U0  x b x 

 =0,5 d j U j



Le nombre de Reynolds reste donc constant le long de l'axe du jet.

Observation du jet d'air par diffusion collective
 Le volume de diffusion a été placé en aval sur l'axe du jet d'air  turbulent.  La

turbulence développée en aval de la buse a été observée avec les montages laser
visible [Kharchenko2001] et infrarouge [Honoré2000].  

Dans les 2 cas, le diamètre de la buse d j est de 1mm . Pour l'observation en

infrarouge, la pression d'air P j a été de 3,7bar , la distance à la buse x est de

30 mm . Pour celle en visible, la pression est de 4bar . la distance à la buse était
de 10mm .
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Nous  considérons  usuellement  que,  pour  un  jet  d'air  à  symétrie  axiale,  la
turbulence  est  développée  à  la  distance  de  30  fois  le  diamètre  de  la  buse.  La
condition n'a pas été respectée en visible, afin de s'assure d'un meilleur niveau de
signal.  Nous  verrons  que  cette  condition  n'est  finalement  pas  indispensable  à
l'observation de la loi de Kolmogorov.

Observation en infrarouge
Le montage en infrarouge permet l'observation des échelles proches de l'échelle

de production. La loi d'échelle du facteur de forme est ici donnée en fonction de la
longueur d'onde de diffusion. Les résultats sont montrés en échelle logarithmique en
abscisse et en ordonnées. 

Pour les échelles plus petites que 2 mm , nous observons une loi d'échelle avec
une pente −3,5 , proche des −11/3 prévue. 

Pour  les échelles plus grandes que 2 mm ,  le facteur de forme décroît  aussi,
rapidement. Les plus grandes structures présentes dans la turbulence ont alors pour
taille 2 mm .

Observation en lumière visible.
Le montage en visible permet l'observation des petites échelles, proches de l'échelle
de  dissipation.  Afin  de  pouvoir  couvrir  une  large  gamme d'échelles,  2  types  de
réception différentes : 

● soit  la  photo-diode  PIN  évoquée  dans  le  montage  (pour  les  petits  angles,
grandes échelles).  Une détection synchrone a été utilisée pour améliorer le
rapport signal sur bruit,

● soit  l'appareil photo (pour les angles plus grands petites échelles.
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la série de photos ci-dessus montre les variations de lumière diffusée avec l'angle
de diffusion.

La figure ci-dessous montre donc les variations du facteur  de forme (en unité
absolue) avec la longueur d'onde. Nous retrouvons la loi d'échelle en −11/3 sur la
gamme  d'échelle  intermédiaire.  À  l'approche  de  l'échelle  de  dissipation,  la
décroissance est plus rapide pour s'infléchir et rejoindre la valeur 1 .  

1.d Loi de Kolmogorov et limites de l'angle de diffusion
Nous avons vu dans la partie précédente que le rapport signal sur bruit du courant

de battement du détecteur était proportionnel au spectre des fluctuations de densité
Sn
k ,m− , et inversement proportionnel à i , la longueur d'onde du laser.

I b(ω)/ I n=
π lturb 〈n 〉V turb

α2ηH
2 η

hC N 3λ i w
2 cos2θpol Pi S ( k⃗ ,ωm−ω)
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On rappelle que le facteur de forme est l'intégrale du spectre :

∫ S ( k⃗ ,ω) dω
2π=S ( k⃗ )

Nous avons vu que pour un gaz incohérent, le rapport signal sur bruit était très
faible  :  pour  obtenir  un  bon  rapport  signal  sur  bruit,  il  faut  donc  optimiser  les
paramètres.  On  choisira  donc  une  source  dont  la  longueur  d'onde i est  plus

courte.  Mais  il  faut  surtout  un  facteur  de  forme S k  assez  grand  :  l'échelle

observée  doit être la plus grande possible. Comme =i/ , l'angle de 

diffusion doit être le plus petit possible : La diffusion collective dans l'air doit se
faire en diffusion vers l'avant.

6.2 Modes convectés
Afin de pouvoir extraire des propriétés sur la dynamique de l'écoulement, nous

allons étudier la corrélation temporelle du signal de diffusion collective.  

2.a Structures cohérentes indépendantes
Le volume de diffusion étant assez grand, l'écoulement n'a pas un comportement

uniforme sur  tout  le  volume.  L'écoulement  va être décrit  comme une somme de
structures  cohérentes  et  non  corrélées  entre  elles.  Chaque  structure  cohérente
apparaît à un instant différent. Chacune a une intensité et une vitesse de convection
différente. 

Processus de Poisson
Nous supposons que le signal de diffusion est la somme d'une série n=1,... , N

de structures cohérentes à l'échelle de la longueur de diffusion. Elles apparaissent
au cours du temps,  suivant  un processus de Poisson d'intensité γ .  Les temps
d'apparition sont distincts : t 1 , ... , tN . Dans un tel processus,  les intervalles entre
chaque temps d'apparition sont statistiquement indépendants les uns des autres.
L'intensité γ du  processus  correspond  à  la  fréquence  d'apparition  de  ces
structures.

Amplitude de la structure au cours du temps
Quel signal de diffusion va générer chaque structure ?

les structures cohérentes ont une durée de vie finie τk , qui sera la même pour
toutes  les  structures  à  une  même  échelle.  Ce  temps  de  vie  est  supposé
significativement plus court que le temps de vol des structures à travers le volume de
diffusion. Nous appliquerons une enveloppe temporelle gaussienne à l'amplitude du
signal diffusé par cette structure :

∣sn( k⃗ , t)∣=
ρn

π1 /4
e
−(t−t n)

2 /2 τ k
2

La normalisation est choisie de manière à ce que la variance du signal intégré

dans le temps donne : ∫∣sn( k⃗ , t)∣
2
dt=ρn

2 τk .

Les intensités du signal de diffusion propre à chaque structure, ρ1 ...ρN , sont des
variables aléatoires equidistribuées, à variance finie, et indépendantes entre elles.
La variabilité de l'intensité de ces structures inclut le fait que suivant la position où
apparaît la structure dans le volume de diffusion, le profil du volume, u ( r⃗ ) , prend
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une valeur aléatoire.
Vitesse de convection des structures

Ces structures cohérentes sont convectées par le mouvement aux échelles plus
grandes  que  l'échelle  de  diffusion.  Ces  vitesses  de  convection U⃗1 ...U⃗ N sont
supposées constantes sur leur durée de vie. Ces vitesses sont aussi des variables
aléatoires equidistribuées, à variance finie et indépendantes entre elles.

La  phase  du  signal  de  diffusion  s'écrit  alors  comme  une  phase  tournante  :

e
−i k⃗ .U⃗ n t .

Le signal de diffusion propre à chaque structure cohérente s'écrira :

sn( k⃗ , t)=
ρn

π1/ 4
e
−(t−t n)

2 /2 τ k
2

e
−i k⃗ .U⃗n t

Indépendance entre intensité et vitesse de la structure
Nous supposons pour finir  que les vitesses de convection,  intensités et  temps

d'apparition de ces structures cohérentes sont tous indépendants entre eux :  les
structures  d'intensité  différentes,  ont  les  mêmes  distributions  de  vitesses  de
convection.

Du fait de l'indépendance entre les vitesses de convection, les signaux de diffusion
pour 2 structures distinctes sont décorrélés. Pour m≠n :

〈sn( k⃗ , t)sm( k⃗ , t)〉=〈
ρn

π1 /4
e
−(t−tn)

2 /2 τk
2

e
−i k⃗ .U⃗ n t ρm

π1 /4
e
−(t−tm)

2 /2 τk
2

e
−i k⃗ .U⃗ mt

〉=0

Le  signal  global  de  diffusion  est  la  somme  des  signaux  de  chaque  structure
cohérente (la partie incohérente du signal est négligée) :

s( k⃗ , t)=∑n=1

N ρn

π1 /4
e
−(t−tn)

2 /2 τk
2

e
−i k⃗ .U⃗ n t

2.b Autocorrélation du signal
L'autocorrélation du signal peut s'écrire :

C ( k⃗ , τ)= 1
〈n〉V V

〈 s∗( k⃗ , t− τ
2
)s( k⃗ ,t+ τ

2
)〉

t

On développe les sommes sur les structures cohérentes :

C ( k⃗ , τ)= 1
〈n〉V V

〈∑n

ρn

π
1 /4 e

−( t− τ
2
−t n)

2
/2 τk

2

e
i k⃗ . U⃗ n(t−

τ
2
)

∑m

ρm

π
1/4 e

−( t+ τ
2
− tm)

2
/2 τ k

2

e
−i k⃗ . U⃗m( t+

τ
2
)

〉

Comme  les  signaux  propres  à  chaque  structure  sont  indépendants,  on  peut
remplacer la moyenne de la somme par la somme des moyennes, et éliminer les
termes croisés ( m≠n ) :

C ( k⃗ , τ)= 1
〈n〉V V∑n

〈
ρn

2

√π
e
−[(t−t n−

τ
2
)
2
+ (t−t m+

τ
2
)
2
]/2 τ k

2

e
−i k⃗ .U⃗ n τ〉

L'expression de l'exponentielle réelle se simplifie. Comme les valeurs aléatoires
sont indépendantes, la moyenne du produit peut être remplacé par le produit des
moyennes :

C ( k⃗ , τ)= 1
〈n〉V V

e−τ
2
/4 τ k

2

∑n
〈
ρn

2

√π
e−(t−t n)

2
/ τk

2

〉 〈e−i k⃗ . U⃗ n τ 〉

Diffusion collective et turbulence de l'air             77



Les vitesses de convection U⃗1 ...U⃗ N sont equidistribuées : le dernier facteur est

commun à chaque terme de la  sommation.  Nous noterons U⃗ cette  vitesse  de
convection aléatoire :

C ( k⃗ , τ)= 1
〈n〉V V

e−τ
2
/4 τ k

2

〈e−i k⃗ . U⃗ τ
〉∑n

〈
ρn

2

√π
e−(t−t n)

2
/ τk

2

〉

Le dernier facteur se simplifie en moyennant sur la gaussienne et la fréquence γ
d'apparition des structures :

C ( k⃗ , τ)=
γ τk 〈ρn

2
〉

〈n〉V V
e−τ

2
/4 τk

2

〈e−i k⃗ . U⃗ τ
〉

La normalisation de la fonction de corrélation est en fait le facteur de forme :

S ( k⃗ )= 1
〈n〉V V

〈∣s( k⃗ , t)∣
2
〉t=C ( k⃗ ,0)=

γ τk 〈ρn
2 〉

〈n〉V V
L'autocorrélation du signal s'exprime alors :

C ( k⃗ , τ)=S ( k⃗)e
−τ2 /4 τ k

2

〈e−i k⃗ . U⃗ τ
〉  (6.6)

Le  dernier  facteur 〈e−i k⃗ .U⃗ τ
〉 est  la  fonction  caractéristique  du  déplacement

(aléatoire) U⃗ τ d'une structure cohérente pendant le délai τ .

Le  facteur  précédent, e
−τ2 /4 τ k

2

,  est  lié  à  la  durée  de  vie  finie  des  structures

cohérentes.
Distribution de probabilité de la composante de la vitesse suivant le
vecteur d'onde

Le signal de diffusion ne dépend que de la composante de la vitesse suivant le
vecteur d'onde, et non des autres directions :

U k⃗=
1
k k⃗ . U⃗ k⃗

C ( k⃗ , τ)=S ( k⃗)e
−τ2 /4 τ k

2

〈e
−i k U k⃗ τ 〉

La moyenne d'une fonction d'une variable aléatoire s'exprime directement avec la
distribution de probabilité de cette variable aléatoire : 

〈F (x)〉=∫ dx ' P x (x ' )F (x ' )

La corrélation se réécrit en fonction de PUk
, la distribution de probabilité de la

composante de la vitesse suivant k :

C ( k⃗ , τ)=S ( k⃗)e−τ
2 /4 τ k

2

∫ du PU k⃗
(u)e−i k u τ

Spectre du signal de diffusion
Le spectre fréquentiel est déduit de l'autocorrélation par transformée de Fourier

temporelle :

S ( k⃗ , f )=S ( k⃗ )∫d τ e
−τ2 /4 τk

2

∫du PU
k⃗
(u)ei (2π f−k u) τ

Les 2 intégrations peuvent être réarrangées. L'intégration sur le délai  est alors
possible :
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S ( k⃗ , f )=S ( k⃗ )∫du PU k⃗
(u) 1

2√π τk

e
−τk

2( f− 1
2π

k u)2

Nous effectuons un changement de variable, de la vitesse u , vers la fréquence

f ' : f '= 1
 u (et df '= 1

 du ) :

S ( k⃗ , f )=λ S ( k⃗)∫df ' PU
k⃗
(λ f ' ) 1

2√π τk

e
−τk

2( f− f ' )2

L'expression montre que le spectre du signal de diffusion collective a une forme
proche de  la  distribution  de  la  vitesse  de  convection  des  structures  cohérentes,
projetée suivant le vecteur d'onde de diffusion. Cette distribution de probabilité est
convoluée par une gaussienne dont la largeur est, à un facteur près, l'inverse à la
durée de vie des structures cohérentes.

Structures cohérentes à durée de vie longue
Dans la suite nous supposons que cet inverse de la durée de vie est petit devant

la  largeur  de  la  distribution  de  vitesse, δU k⃗ /λ .  On  peut  alors  négliger  la
convolution. La gaussienne est remplacée par une fonction delta :

S ( k⃗ , f )=λ S ( k⃗)∫df ' PU k⃗
(λ f ' )δ( f− f ' )

Le calcul de l'intégrale sur f est direct :

S k , f = S k PU k
 f   (6.7)

Cette relation entre le spectre et la distribution de probabilité de la vitesse peut se
retrouver par une image intuitive :  sur un temps court,  le signal  paraît  avoir  une
vitesse constante et uniforme. Ce signal induit un pic à la fréquence Doppler. Sur les
temps longs, ce pic change de fréquence car la vitesse de convection fluctue. Le
spectre se reconstruit au cours du temps la distribution de probabilité de la vitesse.

Formulation inversée :
L'expression  permet  donc  de  déduire  de  la  mesure  du  spectre  fréquentiel  du

signal de diffusion collective, la distribution de probabilité de la vitesse :

PUk
u = 1

 S k 
S k , 1

 u   (6.8)

La  relation  entre  la  vitesse  est  la  fréquence  est  obtenue  par  effet  Doppler  :
f = 1

 u .

Le spectre est pondéré par le facteur de forme (et  ) : 
1

 S k  .
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2.c Temps de vie des structures
Le  raisonnement  précédent  suppose  que  le  temps  de  vie  des  structures

cohérentes est suffisamment court pour considérer le mouvement de ces structures
est uniforme à leur échelle et que ce temps de vie est négligeable devant le temps
de vol des structures dans le volume de diffusion. 

Afin  de  pouvoir  étudier  cette  hypothèse,  nous  introduisons  l'autocorrélation  du
module du signal :

C ( k⃗ , τ)= 1
〈n 〉V V 〈∣s( k⃗ , t)∣∣s( k⃗ , t+ τ)∣〉t

Le signal est décomposé en somme de structures :

C ( k⃗ , τ)= 1
〈n 〉V V 〈∣∑ j s j

∗( k⃗ ,t )∑l sl ( k⃗ , t+ τ)∣〉t
Les termes non diagonaux ( j≠l ) sont négligeables :

C ( k⃗ , τ)= 1
〈n 〉V V 〈∣∑l sl

∗( k⃗ ,t )sl (k⃗ , t+ τ)∣〉t

Comme 

C ( k⃗ , τ)= 1
〈n 〉V V 〈∑l∣sl( k⃗ , t)∣∣sl ( k⃗ , t+ τ)∣〉t

Les structures étant indépendantes entre elles

6.3 Modes sonores
3.a Modes propres d'un écoulement

Les modes convectés sont a priori les plus intenses dans le milieu, néanmoins ce
ne sont pas les seuls.

Comme décrit par B.T. Chu et L.S.J. Kovasznay [Chu1957], A.S. Monin et A.M.
Yaglom  [Monin1971]  ou  J.P.  Boon  et  S.  Yip  [Boon1991],  la  linéarisation  des
équations de Navier-Stokes fait apparaître 3 types de modes de fluctuations dans
l'écoulement :

● les modes de vorticité qui ne font intervenir que la partie rotationnelle du
champ de vitesses;
● les  modes  entropiques  qui  incluent  la  partie  uniquement  dissipative  de
l'entropie et des fluctuations de densité et de vitesse associées;
● les modes acoustiques, qui diffèrent des modes entropiques par le fait qu'ils
sont  à  la  fois  propagatifs  et  dissipatifs.  Ce  sont  les  ondes  sonores.  Des
fluctuations de pression, entropie, densité et vitesse leur sont associées.

 Les  modes  acoustiques  propagatifs  que  sont  les  ondes  sonores,  vont  aussi
pouvoir être détectés par diffusion.

3.b Onde sonore
Onde progressive

Nous considérons une onde sonore de vecteur d'onde k⃗ac et de fréquence f ac .

Les  2  quantités  sont  reliées  par  la  vitesse  du  son  du  milieu  : 2π f ac=cs kac .
L'amplitude de l'onde est caractérisée par l'écart type des fluctuations de densité
associées à cette onde : nac .

Cette onde induit des fluctuations de densité :
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 n( r⃗ , t)=nac√2ℜ (ei (k⃗ac . r⃗−2π f ac t ))
L'observation de ces fluctuations par diffusion collective, donne le signal suivant :

s ( k⃗ , t)=
nac

√2
∭V

u( r⃗ ) [ei (k⃗ac−k⃗) . r⃗
e
−i 2π f ac t

+e
−i( k⃗ac+ k⃗). r⃗

e
i2π f ac t ]d3 r⃗

Nous voyons que, pour que l'onde sonore soit détectée par diffusion, il faut que le
nombre d'onde de diffusion corresponde exactement à celui de l'onde sonore (ou

son opposé) :

k⃗ac=k⃗ ou k⃗ac=−k⃗

Pour la suite nous choisissons de nous placer dans le cas où k⃗ est proche k⃗ac

i.e. la différence entre les 2 est négligeable devant la résolution en nombre d'onde de
la diffusion.

Développons le calcul. La forme du profil du volume de diffusion est gaussienne :

u (x , y , z)=e−x 2θ2 /2 w2−2y2 /w2−2z2/w2

L'intégration se décompose suivant chaque direction :

s ( k⃗ , t)=
nac

√2
∫−L s/2

L s/2
e

i(k acx−k x ) x−x2θ2/ 2 w2

dx∫ e
i(k acy−k y) y−2y2 /w2

dy

∫ e
i(k acz−k z)z−2z2/w2

dz e
−i 2π f ac t

+
nac

√2
∫−L s/2

Ls /2
e

i(k acx+k x) x−x 2θ2 /2 w2

dx∫ e
i (k acy+k y) y−2y2/w2

dy

∫ e
i(k acz+k z) z−2z2 /w2

dz ei2π f ac t

Suivant  la  direction x ,  correspondant  à  l'axe  longitudinal  du  volume,  l'onde
sonore  ne  couvre  que  la  longueur Ls que  nous  supposerons  courte  devant  la

longueur  du volume dans cette  direction w √2 π
θ

.  Le signal e−x2θ2 /2 w2

est  alors

quasi constant sur cette longueur Ls .  L'intégration suivant les 2 autres direction
correspond à la transformée de Fourier d'une gaussienne de longueur transverse

w √
π
2 :
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s ( k⃗ , t)=
nac

√2

πw2 L s

2

sin [(kacx−kx)Ls/2]

(kacx−k x)Ls/2
e
−w2

(kacy−ky)
2
/8

e
−w2

(kacz−k z)
2
/8

e
−i 2π f ac t

+
nac

√2

πw2 Ls

2

sin[(kacx−k x)Ls/2 ]

(kacx−kx )Ls/2
e−w2

(kacy+ ky)
2
/8 e−w2

(kacz+ k z)
2
/8 ei 2π f 0 t

Pour k⃗ proche k⃗ac , le second terme est quasi nul. 

Le  sinus  cardinal  suivant x est  très  proche  de  1  si ∣k acx−k x∣≪2/L s .  Les

facteurs exponentiels correspondant aux directions y et z sont aussi proches de 1
si ∣k acy−k y∣≪2 /w et ∣k acz−k z∣≪2/w . Si la différence des 2 vecteurs d'onde est
suffisamment  plus  petite  que  la  résolution  en  nombre  d'onde  suivant  chaque
direction, le signal s'écrit :

s ( k⃗ , t)=
nac

√2

πw2 L s

2
e
−i 2π f ac t

Spectre fréquentiel 
Le spectre du signal a la forme suivante : 

S ( k⃗ , f )=
nac

2

2

π2 w4 Ls
2

4
δ( f− f ac)

Le spectre montrera donc une raie à la fréquence de l'onde sonore. La vitesse 
Doppler correspondante sera alors la vitesse du son. La fréquence sera positive ou 
négative suivant que les vecteurs d'onde du son et de la diffusion sont alignés ou 
opposés.

La diffusion collective est donc très sélective sur les modes sonores détectés. Elle
agit  comme  un  microphone  directionnel  et  résolu  en  nombre  d'onde  (donc  en
fréquence de l'onde sonore).

Par l'intégrale du spectre, on retrouve le facteur de forme associé à l'onde sonore :

S ( k⃗ )=∫S n( k⃗ , f )df=
1

〈n〉V s

π2 w4 Lac
2 nac

2

8
Si  on  reprend  l'exemple  utilisé  pour  le  calcul  du  rapport  signal  sur  bruit  :  un

piézoélectrique est  excité à la fréquence f ac=332 kHz ,  avec une amplitude de
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mouvement as=11.5 10−10 m sur  un  diamètre  de Lac=5cm ,  la  variance  des
fluctuations propres à l'onde générée est de :

nac
2
=

1
2

aac
2 ωac

2 〈n〉2

cs
2 =1.9 1040 m−6

Le facteur de forme associé à ce mode sonore est ( Linc=18cm  et w=1 mm
) :

S ( k⃗ )=
nac

2

〈n 〉

πw2 Lac
2

2 Linc

=1.5 109

Il  peut  atteindre  des  ordres  de  grandeur  comparables  à  ceux  des  modes
convectés. 

3.c Modes  convectées  et  modes  propagatifs  dans  le
signal de diffusion

La diffusion est sensible de la même façon aux modes convectés et aux modes
propagatifs que sont les ondes sonores. Ce qui permet de les différentier est leur
fréquence Doppler :  le mode convecté ira à la vitesse de l'écoulement. Le mode
propagatif ira à la vitesse, éventuellement décalée de la vitesse de l'écoulement, si le
mode se propage avec lui.

6.4 Comparaison des spectres du signal de 
diffusion à différentes échelles

Nous pouvons maintenant analyser la forme des spectres de signal de diffusion
collective appliquée à un écoulement turbulent.

L'expérience est un jet d'air turbulent.
Les figures ci-dessous montrent des densités spectrales fréquentielles du signal

de diffusion où seul l'échelle de diffusion  a été changée (d'un facteur 3) :

Ces 2 densités spectrales montrent des formes et des niveaux a priori différents.
Afin de pouvoir mieux les comparer, nous allons utiliser la formule qui permet de

passer du spectre à la distribution de probabilité de la vitesse du jet :
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PUk
uk =

1
 S k 

S k , 1
 uk 

Cette opération nécessite alors 2 homothéties :
En abscisse, il faut passer de la fréquence à la vitesse par la relation de l'effet

Doppler :

uk= f   

En ordonnée, il faut normaliser le spectre par le facteur de forme :

PUk
=

1
 S k 

S k , .  

Le facteur de forme peut être calculé directement depuis le spectre du signal par
la formule de Parseval :

S k =∫−∞
∞ S k , f df

Nous obtenons alors des densités spectrales normalisées, fonction de la vitesse.
Nous observons  que  les  bosses  principales  des  densités  spectrales  pour  des

échelles  différentes se superposent : Ceci est cohérent avec le fait que la bosse
principale  corresponde  à  la  distribution  de  la  vitesse  de  convection  qui,  est
indépendante de  . La vitesse moyenne est de 100 m /s .

Nous observons un pic secondaire sur la droite de la bosse principale sur chaque
spectre.  Celui-ci  diffère pour  différentes échelles  .  Mais ce pic secondaire est
toujours centré sur la même vitesse : 340 m /s . Cette vitesse est la vitesse du son
dans l'air : il s'agirait d'ondes sonores se propageant dans le référentiel laboratoire,
dans l'air non convecté avec le fluide. A chaque échelle différente  correspond une
onde  sonore  différente  (en  nombre  d'onde  et  en  fréquence).  Ceci  explique  la
différence de forme de chaque pic sonore d'une échelle à l'autre.

La  comparaison  des  vitesses  de la  bosse « convective »  et  du pic  « sonore »
permet d'évaluer directement le nombre de Mach de l'écoulement. L'écoulement est
ici subsonique.

6.5 Diffusion collective et anémométrie laser
Afin  d'établir  la  correspondance  entre  la  bosse  principale  du  spectre  avec  la
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distribution de la vitesse convective, le spectre de diffusion collective a été comparé
à  un  histogramme de  vitesses  obtenu  par  Anémométrie  Doppler  Laser,  sur  une
même couche de mélange supersonique. L'expérience a été menée par J.P. Bonnet
et al. [Bonnet1995, Bonnet1998]

5.a Couche de mélange supersonique
Une  étude  détaillée  des  couches  de  mélange  supersoniques  (introduisant  les

nombres de Mach convectifs) est donné par D. Papamoschou [Papamoschou 1988].

L'expérience a été effectuée sur une couche de mélange supersonique par rafales
d'air sous pression (maximum 12 bars).

L'écoulement supersonique supérieur est produit par une tuyère supersonique qui
suit une chambre de tranquilisation.

L'écoulement  subsonique  inférieur  est  prélevé  sur  l'alimentation  du  flux
supersonique  par  un  col  sonique.  L'écoulement  passe  une  chambre  de
tranquilisation,  avant  le  développement  de  la  couche  de  mélange  entre  les  2
écoulements, dans une veine d'essai de 150 x 150 mm².

5.b Spectre fréquentiel du signal de diffusion collective
et histogrammes d'anémomètrie

La mesure est effectuée 240 mm en aval du bord de fuite. Le vecteur d'onde de
diffusion  est  orienté  parallèlement  à  l'écoulement.  Nous  montrons  les  densités
spectrales pour 2 positions verticales différentes : l'une (1) est plutôt située du coté
de l'écoulement supersonique. L'autre (2) est quasiment au centre de la couche de
mélange.
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Sur les figures ci-dessus, le spectre du signal de diffusion collective est la courbe
continue. Les histogrammes de vitesse obtenues par anémométrie Doppler Laser
sont montrés par des barres. Les 2 courbes ont été normalisées l'une sur l'autre.

Nous observons que la forme de la bosse principale du spectre est correctement
adaptée à la forme de l'histogramme de vitesse de l'anémométrie Doppler Laser.
Nous observons que la encore le spectre de diffusion collective est plus riche : 2 pics
secondaires apparaissent de part et d'autre de la bosse principale, sur la figure (1) :
Il s'agit de mode sonores, qui cette fois-ci se propage à la vitesse du son par rapport
à l'écoulement supersonique lui-même.

Comme mentionné précédemment, ces 2 techniques sont assez proches : Les 2
mesurent la vitesse par effet Doppler sur un diffuseur. Pour l'anémométrie Doppler,
le diffuseur est une particule plus grosse ensemencée dans l'écoulement. Pour la
diffusion collective, ce sont les fluctuations propres à l'écoulement.
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7 Diffusion collective et 
fluctuations dans divers milieux

Ce chapitre présente l'application de la diffusion collective à d'autres milieux que
les écoulements d'air turbulents de laboratoire.

Deux natures différentes de milieu sont observés par diffusion collective : les gaz,
par diffusion Rayleigh, et les plasmas, par diffusion Thompson. Si les 2 phénomènes
de diffusion sont différents, dans les 2 cas le signal de diffusion informe sur le niveau
de fluctuation de densité (moléculaire ou électronique) à l'échelle de la diffusion.

7.1 Milieu ionosphérique
1.a Ionosphère

Rayonnement UV et Ionosphère
L'ionosphère  est  la  partie  ionisée  de  la  haute  atmosphère  autour  de  300  km

d'altitude. Cette ionisation est due à l'interaction du rayonnement UV venant du soleil
avec les hautes couches, peu denses de l'atmosphère.

Vent solaire et magnétosphère

L'activité  du  soleil  est  la  source,  outre  de  son  rayonnement,  de  nombreux
processus  affectant  l'environnement  terrestre,  tel  le  vent  solaire  qui  est  un  flux
permanent de particules chargées issues de la couronne solaire.  L'interaction du
vent  solaire  sur  le  champ magnétique terrestre,  confine ces particules dans une
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cavité de grandes dimensions autour de la Terre :  la magnétosphère.
A l'intérieur  de  la  magnétosphère,  comme  les  particules  chargées  suivent  les

lignes  de  champ  magnétique,  l'interaction  du  vent  solaire  aux  limites  de  la
magnétosphère a des conséquences sur l'ionosphère.

Aurores boréales (et australes)

Comme les lignes de champ magnétique interceptent principalement la surface
terrestre à proximité des pôles magnétiques, ce sont sur des couronnes autour des
ces pôles que l'activité de l'ionosphère due au vent solaire est la plus intense.

Les  aurores  boréales  (et  australes)  sont  des  indicateurs  de  l'augmentation  de
l'activité du soleil en surface.

1.b Observation par radar HF

Pour  observer  la  dynamique  du  plasma  de  l'ionosphère,  des  radars  HF  sont
utilisés. L'antenne sert à la fois d'émetteur d'une onde HF, dans la bande 8 à 20
MHz, et de récepteur de l'onde qui sera rétro-diffusée par le plasma ionosphérique.
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L'antenne est constituée d'un réseau de câbles rayonnants, déphasés les uns par
rapport aux autres.

Le  radar  fonctionnant  en  rétro-diffusion,  la  gamme  de  longueurs  d'onde  de
diffusion observée va de 0,3 à 30 m.

L'onde  émise  a  une  inclinaison  initiale  de  15°.  La  réfraction  de  l'onde  dans
l'ionosphère diminuera cet angle. En jouant sue le déphasage entre les lignes, on
peut modifier l'angle dans le plan horizontal d'émission de l'onde, dans une plage de
30°, avec une résolution angulaire de 2°. 

Le  radar  émet  des  impulsions  courtes.  Le  délai  laissé  entre  l'émission  et  la
réception permet une localisation en distance, avec une résolution de 40 km sur une
distance totale de 3 000 km. Pour chaque distance, l'information de l'amplitude et de
la phase du signal de diffusion est récupérée.

L'observation de l'ensemble de la zone couverte est répétée toutes les 3 ms, afin
d'enregistrer la dynamique du signal de diffusion.

La figure précédente donne la mesure de la vitesse, obtenue par effet Doppler, à
un  instant  donné.  Les  vitesses  négatives  correspondent  à  un  mouvement  en
direction du radar. Les zones sans valeur de vitesse correspondent à des signaux de
diffusion d'amplitude trop faible pour pouvoir mesurer la vitesse par effet Doppler.
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1.c Réseau SuperDARN : cartographie des pôles

Afin de pouvoir  observer simultanément  l'ensemble des 2 couronnes aurorales
autour des pôles magnétiques, un réseau de radars HF a été mis en place par une
collaboration internationale : SuperDARN (Dual Auroral Radar Network).

Chaque zone est couverte par 2 radars dont les visées sont perpendiculaires afin
de pouvoir mesurer les 2 composantes horizontales de la vitesse des fluctuations.

La  figure  ci-dessus  montre  une  reconstruction  du  champ  de  vitesse  dans  la
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couronne autour du pôle magnétique de l'hémisphère nord. On observe la présence
de 2 cellules de convection.

7.2 Fluctuations dans les tokamaks
Pour atteindre les conditions de la réaction de fusion nucléaire, Il faut chauffer le

combustible,  un  plasma deutérium-tritium,  à  des  températures  de  l'ordre  de  100
millions de degrés. Un moyen envisagé pour y arriver est d'utiliser un confinement
magnétique  des  particules.  Le  tokamak  est  la  configuration  magnétique  la  plus
répandue [Wesson2004,  Freidberg2008].  Dans ces enceintes,  le  confinement  est
dépendant d'une micro-turbulence présente dans la plasma. La diffusion collective
est l'un des principaux diagnostics pour observer cette micro-turbulence au cœur du
plasma.

2.a Fusion contrôlée par confinement magnétique
Réacteur de fusion

La réaction de fusion nucléaire dont les conditions sont les plus faciles à atteindre
est  la  réaction  deutérium-tritium.  Cette  réaction  produit  un  noyau d'hélium et  un
neutron, avec une énergie de 18 MeV, portée à 80% par le neutron.

Afin  de pouvoir  aller  au delà de la barrière de répulsion électrique entre les 2
noyaux  de  deutérium  et  tritium,  chargés  positivement,  ces  noyaux  doivent
initialement  avoir  une  grande  quantité  d'énergie.  Comme  la  section  efficace  de
collision est  très faible,  on ne peut  réaliser  la  réaction de manière  efficiente par
l'interaction du faisceau d'un élément sur une cible constituée de l'autre élément. La
réaction ne peut être obtenue qu'en chauffant une masse du mélange de la réaction.
L'intensité de la réaction va dépendre de la température et la densité de ce mélange.
Afin  que  la  puissance  produite  par  la  réaction  soit  supérieure  à  la  puissance
apportée au plasma pour le maintenir en température, le confinement du plasma doit
être bon. Ce confinement se caractérise par le temps, défini comme le rapport de
l'énergie emmagasinée par  le  plasma,  sur  la  puissance de chauffage nécessaire
pour maintenir cette chaleur. 

Tokamak et confinement magnétique
Afin d'obtenir un bon confinement, l'idée a été d'utiliser un champ magnétique pour

maintenir les noyaux et les électrons chargés du plasma à distance des parois de
l'enceinte.  L'énergie  leur  sera  ensuite  apportée  principalement  par  des  ondes
résonantes  avec  leur  mouvement  cyclotronique.  Afin  que  les  lignes  de  champ
magnétique se referment sur elle-même, l'enceinte a une forme de tore (en gris sur
figure ci-dessous). L'enceinte est entourée de bobines (en bleu clair sur la figure)
afin de créer un champ magnétique toroïdal, c'est à dire de forme circulaire qui suit
l'axe principal de l'anneau. 
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Comme le champ magnétique est nécessairement courbé, les particules chargées
subissent une dérive centrifuge par rapport à ces lignes de champ. Pour éviter cette
dérive, une équipe russe en 1968 a eu l'idée d'induire un courant lui aussi toroïdal
dans le plasma. Pour produire ce courant, un solénoïde est placé au centre du tore
(en marron foncé sur la figure),  Un matériau magnétique (en marron clair)  guide
l'induction  de  courant  toroïdal  à  l'intérieur  du  plasma,  suivant  le  principe  du
transformateur.  Ce  courant  toroïdal  crée  un  champ  magnétique  secondaire  qui
donne aux lignes de champ magnétique une forme hélicoïdale (en bleu foncé sur la
figure). Cette forme des lignes de champ a pour effet que la dérive n'emmène plus
inexorablement les particules vers la paroi. Le confinement magnétique s'est révélé
bien meilleur.

2.b Confinement et transport
Lors de la construction de tokamaks plus grands, il a été observé que le gain de

confinement n'a pas été aussi élevé que celui prévu par les théories de transport
dites néoclassiques, pour lesquelles le transport se fait par collisions des particules
entre  orbites  proches.  Comme  le  montre  la  simulation  récente  sur  la  figure
ci-dessous [Lee2006], il apparaît au sein du plasma une micro-turbulence, créant un
transport à l'échelle du centimètre. Ce transport induit une diffusion plus rapide des
particules du centre vers le bord du plasma [Doyle2007].
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Le tokamak ITER
Comme  ce  transport  turbulent  détériore  le  confinement  du  plasma,  il  a  fallu

envisager des tokamaks de taille plus importante afin de d'obtenir un rapport élevé
de la  puissance produite  par  fusion sur  la  puissance à  fournir  pour  maintenir  la
température du plasma. C'est la raison pour laquelle  le tokamak ITER, construit à
cet effet, aura une taille si imposante, comme le montre le schéma ci-dessous (la
taille humaine est donnée par le personnage en bleu en bas). Le tore aura un grand
rayon de 6 m et un petit rayon de 2 m. Le champ magnétique toroïdal sera de 5,3 T.
Le courant toroïdal sera de 17 MA. La puissance de chauffage sera de 70 MW, pour
une puissance produite par fusion attendue de 500 MW.
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2.c diffusion collective et micro-turbulence
La diffusion collective a été utilisée dans les plasmas de tokamaks dès les années

1970 [Luhmann1985]. Dans le tokamak TFR, des diagnostics de diffusion collective
ont permis d'observer cette micro-turbulence. TFR était une machine de taille encore
modeste : grand rayon de 1 m, petit rayon de 20 cm, un champ magnétique toroïdal
de 6 T, un courant toroïdal de 0,5 MA, une puissance injectée de l'ordre de 2 MW. 

La figure ci-dessous, issue de mesures sur TFR, montre la corrélation entre le
niveau  de  turbulence,  obtenu  par  diffusion  collective,  et  l'inverse  du  temps  de
confinement  de l'énergie,  calculé  par  un bilan global  énergétique du plasma.  La
figure montre les résultats obtenus pour 2 temps différents de confinement. 

Montages laser et micro-ondes
Le montage optique de diffusion collective utilisé sur les tokamaks est très proche

de  celui  utilisé  pour  l'observation  de  la  turbulence  fluide  par  un  laser  CO2 .
Néanmoins, comme les échelles de la turbulence sont plus grandes, des télescope
sont utilisés pour pouvoir atteindre des angles de diffusion plus petits. Les faisceaux
optiques  traversent  la  chambre  de  bas  en  haut,  comme  indiqué  sur  la  figure
ci-dessous, en application sur le tokamak Tore Supra. 

Le tokamak Tore Supra est un tokamak actuellement en activité. Son grand rayon
est de 2,25 m, son petit rayon de 70 cm, Son champ magnétique toroïdal est de 3,8
T, son courant toroïdal est de 1,5 MA. La puissance injectée est 12 MW. Il  fut la
première machine de sa taille à avoir des bobines supra-conductrices pour générer
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le  champ  magnétique  toroïdal,  et  une  enceinte  activement  refroidie,  qui  permet
d'effectuer des plasmas à longue durée, sans que l'enceint ne chauffe continument.

Ce montage laser a permis les observations telles que celles exposées ci-dessus
pour  TFR,  mais  il  a  l'inconvénient  que le  volume d'observation traverse toute  la
section de la machine, et ne permet pas de localiser la mesure. 

En revanche, il  a été observé que les diagnostics micro-ondes utilisés pour la
réflectométrie, permettait aussi l'observation par diffusion collective du plasma, dans
une zone localisée près de la couche de réflexion du plasma [zou1999]. En effet, le
plasma réfléchit une certaine gamme de faisceaux micro-ondes, en fonction de sa
densité électronique, voir du champ magnétique. Comme l'indice de réfraction de
l'onde varie de manière importante dans le plasma pour ces ondes, il est nécessaire
de simuler la propagation du faisceau micro-onde dans le plasma pour connaître la
localisation et le vecteur d'onde de diffusion.

Le schéma ci-dessous montre l'application de ce diagnostic sur le même tokamak
Tore  Supra.  Du  fait  de  son  origine,  ce  diagnostic  est  communément  appelé
réflectomètrie Doppler, bien que le phénomène en cause soit en fait la rétrodiffusion
collective.
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Ce diagnostic  permet  une  mesure  localisée  de  l'intensité,  et  de  la  vitesse  de
rotation poloïdale (dans la direction du vecteur d'onde) de la micro-turbulence du
plasma. 

Par exemple,  il  a permis une mesure fine du spectre en nombre d'onde de la
turbulence,  comme  le  montre  la  figure  ci-dessous.  Le  nombre  d'onde  est  ici
normalisé  à  une  échelle  caractéristique  du  mouvement  cyclotronique, s

[Vermare2011]. À la différence de la turbulence de l'air, ce spectre en k ne suit pas
une loi de puissance sur l'ensemble des nombres d'onde, mais semble plutôt proche
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de lois exponentielles.

7.3 Fluctuations dans les propulseurs à effet 
Hall

Les  propulseurs  à  effet  Hall  sont  des  propulseurs  spatiaux  de  petite  taille
(typiquement  de  l'ordre  de  10  cm  de  côté).  Ces  propulseurs  sont  utilisés  pour
corriger  les orbites des satellites,  ou pour  diriger  les sondes spatiales.   Dans le
fonctionnement de ces propulseurs, des fluctuations millimétriques semblent jouer
un rôle décisif  pour  expliquer  le transport  des électrons.  La diffusion collective a
récemment permis d'observer pour la première fois ces fluctuations.   

3.a Propulseur à effet Hall
Afin  d'optimiser  la  poussée d'un propulseur,  en limitant  au minimum la  masse

éjectée, il faut donner une vitesse maximum au gaz propulsé. Une solution est alors
d'ioniser ce gaz et d'utiliser un champ électrique accélérateur pour donner la plus
grande impulsion aux ions du plasma. L'application la plus simple de ce principe est
d'utiliser 2 grilles à des potentiels différents. Le gaz est ionisé par micro-ondes en
amont de la première. La seconde grille les accélère. L'inconvénient de ce système
est de nécessiter une alimentation complexe pour ioniser le gaz.

A. I. Morozov a remplacé ce système d'ionisation avec les 2 grilles par un champ
magnétique  [Morozov2000,  Zhurin1999].  Le  schéma  ci-dessous  montre  le
fonctionnement {Barral2004]. 

Une tension est maintenue entre une anode, à l'intérieur au fond d'un canal du
propulseur,  et  une  cathode  placée  à  l'extérieur.  La  cathode  creuse  produit  des
électrons. Ces électrons sont attirés par l'anode au fond du canal. Un plasma étant
un milieu conducteur, la chute de potentiel entre l'anode et la cathode est localisée à
proximité des électrodes. Afin de localiser cette chute de potentiel en sortie de canal,
un champ magnétique radial est créé à cet endroit. Ce champ magnétique confine
les  électrons  à  l'entrée  du  canal  (par  le  guidage  des  lignes  de  champ).  Ce
confinement en limitant la conductivité des électrons, permet de localiser le champ
électrique accélérateur dans cette zone, remplaçant ainsi la présence des grilles. Ce
confinement des électrons favorise aussi l'ionisation du gaz au fond du canal. Ce
système permet donc l'ionisation et l'accélération des ions (le champ magnétique
n'est pas suffisamment fort pour confiner aussi les ions). 

Le canal  a  une forme circulaire,  car  le  champ magnétique radial  et  le  champ
électrique axial induisent une dérive de champ croisé (c'est l'effet Hall). Les électrons
ont alors un mouvement azimutal dans le canal. 
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Ces propulseurs permettent des poussées de l'ordre de l'ordre de 100 mN, pour
un flux de gaz de l'ordre de 5 mg/s.

La photo ci-dessous montre le propulseur en fonctionnement.

Le fonctionnement du propulseur dépend de la conductivité des électrons dans le
canal.  Cependant,  le  transport  des  électrons  à  travers  les  lignes  de  champ
magnétique  est  plus  grand  que  le  transport  propre  aux  collisions.  Ce  transport
pourrait être lié à des fluctuations millimétriques prévues dans la direction azimutale.
Ce  transport  anormal  rend  plus  difficile  la  simulation  du  fonctionnement  du
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propulseur.

3.b Banc laser à haute sensibilité
La  diffusion  collective  a  permis  d'observer  ces  fluctuations  [Tsikata2009].  Le

montage  laser  CO2 pour  l'observation  de  la  turbulence  de  l'air  est  adapté  pour
l'observation  du  plasma  en  sortie  de  propulseur.  Il  nécessite  néanmoins  une
sensibilité plus grande. Ce montage a un laser de 40 W, des miroirs avec un dépôt
d'or pour limiter les pertes (1%), un détecteur avec une bonne efficacité quantité
(70%),  associé  à  une  acquisition  à  haute  résolution  (14  bits),  et  une  grande
profondeur mémoire.

La photo ci-dessous montre l'installation de ce banc laser sur le banc d'essai des
propulseurs PIVOINE.

3.c Modes azimutal et axial 
L'observation du plasma en sortie de propulseur a mis en évidence 2 modes de

fluctuation différents : un mode azimutal et un mode axial.
Mode azimutal

Pour  le  mode  azimutal,  le  vecteur  d'onde  est  dirigé  essentiellement  dans  la
direction azimutale du canal, suivant la dérive de champ croisé des électrons.
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La figure ci-dessous montre la différence entre les spectres avec (PL+PB+LO) et
sans faisceau primaire (PL+LO).

La relation de dispersion montre la variation de la fréquence moyenne du pic du
spectre, avec le nombre d'onde. C'est une loi linéaire dont la pente, la vitesse de
groupe, est de 3,4 km/s.

Mode axial
La  direction  du  mode  axial  est  suivant  l'axe  du  propulsion  des  ions.  Il  a  une

ouverture angulaire plus grande. Il a pour vitesse de groupe, une vitesse proche de
celles des ions propulsés.
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Des modes très étendus spatialement
La figure ci-dessous montre que ces modes azimutal et axial sont présents loin

derrière le propulseur ; jusqu'à 10 cm en aval pour le mode azimutal, et jusqu'à 30
cm pour le mode axial. 

7.4 Autres applications
4.a Hélicon

L'observation par diffusion collective est possible dans des plasmas de taille plus
modeste  :  l'hélicon.  Un  test  de  faisabilité  a  été  effectué  sur  le  réacteur  HELIX
[hardin2008]. Les paramètres du plasma sont proches du propulseur, La température
électronique est de quelques électrons-Volt. La densité électronique est proche de

1019 m−3 .
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8 Annexe : propriétés des variables
aléatoires continues

La première section de cette annexe rappelle quelques définitions et propriétés
concernant  les  variables  aléatoires  continues.  La  seconde traite  des  couples  de
variables aléatoires.

8.1 Variable aléatoire continue
1.a Définition et exemples

Définition
Une variable aléatoire continue X est définie par :

• un intervalle continu de valeurs V (typiquement ℝ ou un intervalle de ℝ )

• une densité (ou distribution) de probabilité P , fonction (ou plus généralement

distribution)  définie  de V vers ℝ
+ ,  intégrable  ( ∫min (V )

x

P (x ' )dx ' existe

pour tout x∈V ), et telle que ∫V
P(x )dx=1

P (x)dx est  la  probabilité  de  trouver  la  variable X entre  les  valeurs x et
x+ dx .

Par raccourci, de manière impropre, on identifie souvent la variable aléatoire X
et une de ces réalisations x .

Exemples
Les formes les  plus  communes de  densité  de probabilité  sont  les  suivantes  (

a∈ℝ et b∈ℝ+∗ ).

• La distribution exponentielle, définie sur ℝ
+ :

P (x)=b e−bx

• La distribution de Lorentz (ou Cauchy), définie sur ℝ :

P (x)= 1
π

b

(x−a)2+ b2

• La distribution gaussienne (ou normale), définie sur ℝ :

P (x)= 1

√2πb
e−( x−a)2 /2b2

1.b Moyennes et moments
Dans la suite, nous considérons les distributions de probabilité définies pour les

réels.
Nous pouvons définir,  à  condition que les  intégrales suivantes convergent,  les

valeurs suivantes :

• la moyenne (ou valeur moyenne) de la distribution µx  :

〈 x〉=∫ x P (x)dx=µ x

• plus généralement, la moyenne de la fonction f sur la distribution :
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〈 f (x)〉=∫ f (x )P (x)dx

• le mième  moment de la distribution (pour m∈ℕ∗ ) :

〈 xm〉=∫ xm P(x )dx

• la variance (ou dispersion, ou écart quadratique moyen) :

σ x
2
=〈 x2

〉−〈 x 〉2

L'intégrale  définissant  les  moments  n'est  pas  forcément  convergente  :  par
exemple pour la distribution de Lorentz, seul le premier moment, la moyenne, existe.
La variance, et les moments suivants, n'existent pas.

1.c Fonction caractéristique
Définition

La fonction caractéristique d'un variable aléatoire est la transformée de Fourier de
sa distribution :

G (k )=∫e i k x P (x)dx=〈e i k x 〉

Les propriétés de la densité de probabilité induisent les propriétés suivantes pour
la fonction caractéristique :

G (0)=1
et, 

∀k∈ℝ ,∣G (k )∣≤1
Pour la distribution de Lorentz, la fonction caractéristique a pour forme :

G (k )=ei k a−b∣k∣

Pour la distribution gaussienne :

G (k )=ei k a−b2 k2
/2

La fonction génératrice des moments
Si  tous  les  moments  de  la  distribution  existent,  la  fonction  caractéristique  se

développe suivant la série :

 G (k )=1+ i k 〈 x 〉− k 2

2
〈 x2〉 ...+

(ik )m

m!
〈 xm〉 ...

La fonction caractéristique est dite être la fonction génératrice des moments.

1.d Les cumulants
Les cumulants κm de X se définissent à partir du développement du logarithme

de la fonction caractéristique de X :

log G (k )=i k κ1−
k 2

2
κ2...+

(ik )m

m!
κm ...

Les cumulants sont des fonctions algébriques des moments. Les quatre premiers
s'écrivent :
κ1=〈 x〉=µ x

κ2=〈 x2
〉−〈 x〉2

=σ x
2
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κ3=〈 x3
〉−3 〈 x2

〉〈 x 〉+ 2 〈x 〉3

κ4=〈 x
4
〉−4 〈 x3

〉 〈 x 〉−3 〈 x2
〉

2
+ 12〈 x2

〉〈 x 〉2−6 〈 x 〉4

Le premier cumulant est la moyenne. Le deuxième cumulant est la variance, qui
est aussi le carré de l'écart type, σ x . 

Pour la distribution gaussienne, par identification de la forme de log G (k ) , on
trouve : κ1=a , κ2=b et κm=0 pour m≥3 .

À la différence des moments, les cumulants, à partir du deuxième, ne dépendent
pas  du  centrage  de  la  fonction  :  si  on  décale  la  variable  aléatoire x de a
quelconque, x '=x−a , la distribution de probabilité vérifie :  P ' (x)=P (x−a) .

La fonction caractéristique est modifiée alors par : G ' (k )=G (k )e−i k a . Alors seul
le  premier  terme  du  développement  en  série  du  logarithme  de  la  fonction
caractéristique est modifié : κ1 '=κ1−a , et pour tout m≥2 , κm '=κm .

La variable centrée associée à x , souvent notée x̃ , définie par x̃=x−〈 x 〉
simplifie alors le calcul des cumulants à partir des moments :
κ̃1=0

κ2=κ̃2=〈 x̃
2
〉=σ x

2

κ3=κ̃3=〈 x̃3
〉

κ4=κ̃4=〈 x̃4
〉−3 〈 x̃2

〉
2

Le calcul des cumulants effectué à partir de la variable centrée, montre que le
troisième  cumulant  sera  non  nul,  à  condition  que  la  distribution P ne  soit  pas
symétrique par rapport à sa moyenne : on définira le coefficient de dissymétrie de la
distribution (en anglais : skewness) en normalisant ce troisième cumulant par le cube
de l'écart type :

γ1=
κ3

σ x
3=
〈 x̃3
〉

σx
3

Le quatrième cumulant sera strictement positif si les valeurs éloignées de la valeur
moyenne ont un poids important par rapport à celles proches, comparativement à la
distribution gaussienne : on définira le coefficient d'aplatissement de la distribution
(en anglais : kurtosis) en normalisant ce quatrième cumulant par une puissance de
l'écart type :

γ2=
κ4

σx
4=
〈 x̃4
〉

σ x
4 −3

8.2 Variables aléatoires couplées
2.a Variables aléatoires couplées et indépendance

Cette  section  introduit  la  notion  de n variables  réelles  aléatoires x1 ... xn ,
définies sur n intervalles réels V 1 ... V n . Elles sont couplées par la distribution
de probabilité  à n variables, P (x1 , ... , xn) ,  définie  de (V 1 , ... ,V n) vers  ℝ

+ ,
intégrable et vérifiant : 
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∫V 1

...∫V n

P (x1 , ... , xn)dx1 ...dxn=1 .

La loi marginale pour chaque variable Pm est la distribution de probabilité propre
à chaque variable, ne sachant rien de la valeur des autres variables. Elle se déduit
de la distribution globale par intégration sur toutes les autres variables :

P 1(x1)=∫V 2

...∫V n

P(x1 , ... , xn)dx2... dxn

P 2(x2)=∫V 1
∫V 3

...∫V n

P(x1 ,... , xn)dx1 dx3... dxn ...

Indépendance
Les variables x1 à xn sont indépendantes si :

 ∀(x1, ... , xn)∈(V 1 , ... ,V n)  P (x1 , ... , xn)=∏m=1

n

Pm(xm)

Probabilité conditionnelle
Par  simplicité  d'écriture,  nous  nous  limiterons  à  2  variables.  La  notion  se

généralise aisément à n variables.

La probabilité conditionnelle, P (x1∣x2) , est la probabilité de x1 connaissant la
valeur de la seconde, x2 . Elle vaut :

P (x1∣x2)=
P (x1, x2)

P2( x2)

La probabilité conditionnelle vérifie :

∫V 1

P( x1∣x2)dx1=1

Les variables x1 et x2 sont indépendantes si et seulement si 

X 1 X 2 indépendantes ⇔ ∀(x1 , x2)∈(V 1 ,V 2) P(x1∣x2)=P1(x1)

2.b Fonction caractéristique, moments et cumulants
Moments

En plus des moments propres à chaque variable, il  est possible de définir des
moments croisés entre variable :

〈 x1
m1 ... xn

mn 〉=∫V 1

...∫V n

x1
m1 ... xn

mn P (x1 , ... , xn)dx1... dxn

L'inégalité  de  Cauchy-Schwarz  implique  que  pour  tout  couple  de  variables
aléatoires (si les moments existent d'ordre 2 existent) :

〈 x1 x2〉
2
≤〈 x1

2
〉 〈 x2

2
〉

La  notion  de  fonction  caractéristique  se  généralise  aussi  aisément  :

G (k1 , ... , k n)=∫V 1

...∫V n

e
i k1 x1+ ...+ i kn xn P (x1 , ... , xn)dx1 ... dxn

Si les variables sont indépendantes, la fonction caractéristique de la somme de
variables  indépendantes  est  le  produit  des  fonctions  caractéristiques  de  chaque
variable :

X 1 ... X n indépendants ⇒ G X 1+ ...+ X n
(k1 , ... , k n)=∏m=1

n

G X m
(k m)

La notion de cumulants peut aussi se généraliser au cas multidimensionnel, en
développant en série le logarithme de la fonction caractéristique sur l'ensemble des

Annexe : propriétés des variables aléatoires continues             105



variables. Les cumulants d'ordre m forment une matrice de taille nm .

Les premiers cumulants sont au nombre de n :  ce sont les moyennes suivant
chaque direction :

µm=〈xm〉

Les seconds cumulants forment une matrice de taille n2 ,  appelée matrice de
variance. Ces éléments valent :
σml=〈 xm xl 〉−〈 xm〉〈 xl 〉

Cette matrice est symétrique.
Les termes diagonaux sont les variances propres à chaque variable. Les termes

non diagonaux sont appelés covariances.
Si  la  covariance  de  2  variables  est  nulle,  on  dit  que  ces  variables  sont  non

corrélées. Des variables indépendantes sont toujours non corrélées. Mais l'inverse
n'est  pas  vrai  :  la  condition  d'indépendance  des  variables  est  beaucoup  plus
restrictive que la notion de corrélation de leurs valeurs.

On introduit la notion de coefficient de corrélation :

ρml=
σml

σmσ l

Du fait de l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

∣ρml∣≤1
Loi de probabilité gaussienne à plusieurs variables

La forme gaussienne de la loi de probabilité peut se généraliser à n dimensions.
Le vecteur x̄=(x1 , ... , xn) regroupe l'ensemble des variables aléatoires. La forme
gaussienne est déterminée par le vecteur des moyennes µ̄=(µ1 ,... , µn) et par la
matrice de variance, Σ , définie positive :

P ( x̄)= 1

(2π)n /2 det (Σ)1/ 2
e−( x̄−µ̄) .Σ−1 .( x̄−µ̄)/2

La fonction génératrice de la  loi  gaussienne multidimensionnelle s'écrit  pour le
vecteur k̄=(k 1 , ... , kn) :

G ( k̄ )=ei k̄ . µ̄−k̄ .Σ . k̄ /2
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9 Annexe : propriétés du spectre 
d'un signal de puissance finie

Énergie ou puissance finie
Le terme de spectre (ou densité spectrale) est utilisé de manière équivalente pour

deux types de signaux de nature différente : ceux à énergie finie et ceux à puissance
finie. 

Signal à énergie finie
Le signal u t  à énergie finie correspond au cas, le plus usuel, où l'énergie (la 

variance du signal) intégrée sur tout l'espace converge :

∫−∞
∞∣ut ∣2 dt∞

On peut alors appliquer l'analyse de Fourier classique. Nous la rappelons dans la
première partie.

Signal de puissance finie
Cette analyse n'est pas possible, dans le cas où l'énergie de la fonction diverge.

Ce sera pour  nous typiquement  le  cas pour  les  signaux temporels  issues de la
diffusion sur la turbulence à flux continu st  :

∫−∞
∞∣s t ∣2 dt=∞

Néanmoins, si la moyenne temporelle du carré du signal a une limite finie quand la
durée d'intégration tend vers l'infini, nous allons pouvoir adapter l'analyse de Fourier
et donner une nouvelle définition du spectre :

lim
T∞

1
T ∫−T /2

T /2 ∣s t ∣2 dt∞

Nous parlons alors de signal à puissance finie.
La notion de spectre et de corrélation étant commune aux deux types de signaux,

mais avec des définitions et des propriétés différentes, le lecteur doit être attentif au
type de signal auquel la notion s'applique.

9.1 Fonction à énergie finie
1.a Transformée de Fourier, autocorrélation et spectre

La transformée du Fourier du signal est donnée par :

u =∫
−∞

∞

u t ei t dt

Son expression dans le domaine fréquentiel diffère :

u  f =∫
−∞

∞

u t ei 2 f t dt=u 2 f 

Le spectre est défini par le module au carré de la transformée de Fourier:

U =∣u ∣
2

Nous définissons la corrélation temporelle du signal par :

C  =∫−∞
∞

u∗t utdt

Il existe alors une relation directe par transformée de Fourier entre la corrélation et
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le spectre :

S  f =∫−∞
∞

dC ei 2 f 

La relation entre les deux se retrouvent par changement de variables à l'intérieur
des intégrales. Le calcul est équivalent à celui pour les signaux à puissance finie que
nous verrons plus loin.

La relation de Parseval appliquée aux signaux à énergie finie, donne :

 ∫−∞
∞

∣u t ∣2 dt=C 0=∫−∞
∞

U  f df

1.b Relation d'incertitude
Une  propriété  importante  de  la  transformation  de  Fourier  est  la  relation

d'incertitude. Elle découle de l'inégalité de Cauchy-Schwarz [Appel2008].  Elle est

applicable si les intégrales ∫−∞
∞

t 2∣u t ∣2 dt et ∫−∞
∞

∣u' t ∣2 dt existent.

Dans ce cas, les variances :

〈 t 2〉=
1

∫−∞
∞∣u  t ∣2 dt

∫−∞
∞ t 2∣u t ∣2 dt

et :

〈2〉=
1

∫
−∞

∞∣u ∣2d
∫−∞
∞2∣u∣2 d= 164

∫
−∞

∞∣u t ∣2 dt
∫−∞
∞∣u ' t ∣2 dt

vérifient la relation :

〈 t 2〉〈2〉≥
1
4

De plus  〈 t 2〉〈2〉=1 /4 si  et  seulement  si u t  est  une fonction gaussienne
centrée.

Il faut noter que 〈 t 2〉 et 〈2〉 sont calculer à partir de l'intégrale des carrés des

fonctions : ∣u t ∣2 et ∣u ∣2 .

Pour une fonction gaussienne de variance 2 :

u t =e−t 2/2 2

la transformée de Fourier est aussi gaussienne :

u =e−
2 2/2

Les 2 largeurs sont la moitié des des variances des gaussiennes :

〈 t 2
〉=
 2

2
et

〈
2
〉=

1
2 2

La relation d'incertitude est alors bien dans ce cas une égalité.
En conséquence pour l'autocorrélation et  le  spectre,  plus l'autocorrélation aura

une largeur étroite en temps, plus le spectre sera large en fréquence.
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9.2 Signal à puissance finie
2.a Spectre d'un signal de puissance finie

Les  signaux  temporels  que  nous  manipulons,  comme  le  signal  de  diffusion
collective  appliquée  à  la  turbulence  sont  des  signaux  temporels  aléatoires.  Ces
signaux étant continus dans le temps, l'énergie d'un tel signal s t  diverge :

∫−∞
∞∣s t ∣2 dt=∞

On ne peut alors pas calculer de spectre par la transformée de Fourier pour tous
les temps. 

En revanche, leur puissance, la moyenne temporelle sur une durée finie, est finie.
On peut alors définir la variance temporelle du signal par :

〈∣st ∣2 〉= lim
T∞

1
T ∫−T /2

T /2 ∣s t ∣2 dt  (9.1)

Pour analyser les fréquences du signal, nous pouvons effectuer une transformée
de Fourier sur une durée arbitraire T :

sT =∫T
st ei t dt

Nous utiliserons aussi l'expression en fonction de la fréquence :

 sT  f =∫T st ei 2 f t dt= sT 2 f 
Nous introduisons le spectre fréquentielle du signal :

S = lim
T∞

1
T
∣ sT ∣

2
 (9.2)

La normalisation du spectre est 1/T et non en 1/T 2 . En effet, pour 2 intervalles
de  temps  distincts I1=[T ;T ' ] et I 2=[T ' ; T ' ' ] qui  ne  sont  pas  corrélés,  le
module de carré de s  sur l'union des 2 intervalles de temps s'écrit :

∣ s12∣
2= s1 s2 s1

∗ s2
∗

après développement :

∣ ̂s1+ 2(ω)∣
2=∣ŝ1(ω)∣

2+∣ŝ2(ω)∣
2+ 2ℜ( ŝ1(ω) ŝ2

∗(ω))

Pour des intervalles non corrélés, s1 s2
∗=0 :

∣ ̂s1+ 2(ω)∣
2=∣ŝ1(ω)∣

2+∣ŝ2(ω)∣
2

Les modules au carré de sT  sur des intervalles non corrélés, s'ajoutent. Sur
des temps T , bien plus grands que le temps corrélation du signal s t  , le module
au  carré ∣ sT ∣

2 ne  croît  alors  pas  comme T 2 ,  mais  augmente  linéairement
avec le temps T .

2.b Autocorrélation temporelle et spectre fréquentiel
Relation entre autocorrélation et spectre

Pour les signaux à puissance finie,  l'autocorrélation et  le spectre sont  liés par
transformée de Fourier.

L'autocorrélation temporelle du signal st  s'écrit :
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C  = lim
T∞

1
T
∫−T /2

T /2
s∗t s tdt  (9.3)

Le spectre peut s'écrire :

S  f = lim
T∞

1
T ∫−T /2

T /2 s∗t e−i2 f t dt ∫−T /2
T /2 st ' ei2 f t ' dt '

Les 2 intégrations sont imbriquées :

S  f = lim
T∞

1
T ∫−T /2

T /2 ∫−T /2
T /2 s∗t s t ' ei2 f  t '−t dt dt '

Un changement de variable est nécessaire : t '  =t '−t d =dt ' :

S  f = lim
T∞

1
T ∫−T

T ∫min −T /2,
max T /2 , T /2 s∗t s tei2 f  dt d 

Les facteurs sont réorganisés :

S  f = lim
T∞

∫−T
T 

1
T ∫min−T /2,

max T /2 , T /2  s∗t stdt ei2 f  d

D'où la relation entre le spectre fréquentiel et l'autocorrélation temporelle :

S  f =∫−∞
∞

dC ei 2 f   (9.4)

Formule de Parseval
L'équivalent de la formule de Parseval pour les signaux à énergie finie permet de

relier la moyenne temporelle du signal à l'intégrale du spectre :

lim
T∞

1
T
∫−T /2

T /2
∣st ∣2 dt=C 0 =∫−∞

∞

S  f df  (9.5)

Relation d'incertitude
Il n'y a pas d'équivalent à la relation d'incertitude pour les signaux à puissance

finie.  Néanmoins,  comme  le  spectre  est  la  transformée  de  Fourier  de
l'autocorrélation, la relation d'incertitude put être appliquée à l'autocorrélation : elle
donne alors une relation entre la largeur de l'autocorrélation et la largeur du spectre.
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10 Annexe : Le mode gaussien
10.1 Le mode gaussien

La description des faisceaux par un profil  gaussien de taille (waist  en anglais)
constante  n'est  qu'une  expression  approchée  d'un  mode  fondamental  de
propagation d'une onde électromagnétique, valable en champ proche. 

Comme ce mode a une extension spatiale finie, par les lois de la diffraction, elle
doit diverger en champ lointain. Nous rappellerons les lois de la diffraction. Elle nous
permettront d'étudier l'effet d'un diaphragme sur le faisceau.

Nous verrons aussi comment établir la forme de ce mode à partir des équations de
Maxwell. Nous décrirons dans la section suivante les propriétés de ce mode : sa
divergence. Cette solution par une équation de proche en proche nous permettra
d'aborder la transformation de ce mode par une lentille.

1.a Première approche : La diffraction de Fresnel
Les  lois  de  la  diffraction  s'appliquent  pour  une  onde  monochromatique  de

pulsation i à polarisation linéaire. Elles s'appliquent à la partie spatiale du champ
électrique (ou magnétique) de l'onde :

E i r ,t =ℜE i0 r  ex eii t

La diffraction, permet de calculer la forme du champ scalaire en aval ( z0 ) du
plan initial, directement à partir de la valeur du champ dans le plan initial ( z '=0 ).

La valeur du champ dans le plan initial est donnée : Il s'agira d'une onde plane à
profil gaussien de taille w :

E i0 r , z=E i M e
−r2

/w0
2

Comme nous le verrons plus loin, la taille faisceau gaussien diverge depuis le plan
où l'onde est plane : ce plan initial est également  appelé le plan de pincement du
faisceau gaussien.

Principe de la diffraction d'Huygens-Fresnel
Suivant le principe de la diffraction d'Huygens-Fresnel, chaque point du plan initial

est  considéré  comme  une  source.  La  valeur  du  champ  est  calculée  comme  la
superposition des ondes sphériques issues de chacune de ces sources ponctuelles.

La loi de Sommerfeld donne une solution approchée de l'équation d'onde dans le
vide,  valable si  la distance entre le plan initial  et  le point  de mesure est  grande
devant la longueur d'onde :
∣r−r '∣≫i

Le champ électrique au point r est alors donné par la l'intégrale :

E i0 r =
1

ii
∬

−∞

∞

E i0r ' 
r−r '  . e z

r−r ' 2
e
−i k i∣r '−r∣

dx ' dy '

où, pour simplifier l'écriture, nous notons :

r=x e x y e yz e z

r '=x ' ex y ' ey
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Diffraction de Fresnel : approximation paraxiale
On se place dans l'approximation paraxiale, où la dimension du faisceau dans le

plan initial a ,  et  la  distance du point  de mesure à  l'axe sont  petites  devant  la
distance suivant l'axe :

z2
≫ x−x ' 2 y− y ' 2

L'expression de la distance ∣r−r '∣ se développe au premier ordre :

∣r−r '∣~z
 x−x ' 2

2 z

 y− y ' 2

2 z
L'expression  du  facteur  de  décroissance  des  ondes  sphériques  centrées  sur

chaque source, se simplifie comme le facteur de décroissance d'une onde sphérique
unique :

r−r ' . e z

r−r ' 2
~

1
z

Cette approximation correspond à la loi de la diffraction de Fresnel :

E i0  x , y , z= e
−i k i z

ii z ∬ Ei0  x ' , y ' ,0 e
−i k i [ x−x ' 2 y− y ' 2]/2 z

dx ' dy '

Cette approximation n'est a priori pas valide pour le profil initial gaussien : celui-ci
s'étend dans tout le plan initial. Néanmoins sa décroissance radiale est suffisamment
rapide pour pouvoir considérer que sa dimension est finie. Elle est proportionnelle à
la taille initiale du faisceau :

a=2 w0

Nous justifierons plus loin le choix du facteur de proportionnalité.
Appliquée au  profil  gaussien  du  faisceau dans  le  pincement,  la  formule  de  la

diffraction de Fresnel permet de retrouver l'expression analytique de son expansion
suivant  l'axe  de  propagation.  Le  résultat  est  le  même que la  solution  que  nous
trouverons par la résolution de l'équation d'onde dans la section suivante.

Diffraction de Fraunhofer : approximation en champ lointain
On se place en champ lointain :  la  distance sur  l'axe z est  grande devant  la

longueur de Fresnel associée à la dimension du faisceau dans le plan initial a :
z≫a2

/i . 

 x−x ' 2

2 z

 y− y ' 2

2 z
~

x2

2 z


x2

2 z
−

xx '
z
−

yy '
z

La  diffraction  de  Fresnel  se  reformule,  en  champ  lointain,  par  l'intégrale  de
Fraunhofer :

E i0  x , y , z= e
−i k i z

ii z
e
−i k i  x

2
y2

/2z∬ E i0 x ' , y ' ,0 e
i k i  xx ' yy' /z

dx ' dy '

Les 2 premiers facteurs décrivent la forme de l'onde : la forme sphérique du front
d'onde et la décroissance en 1/ z  de son module.

L'intégrale  s'écrit  comme  une  transformée  de  Fourier  suivant  les  2  directions
transverses x  et y :
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E i0  x , y , z= e
−i k i z

ii z
e
−i k i  x

2
y2

/2z E i0
∗  k i x

z
,

k i y

z
,0

où

E i0 k x , k y ,0=∬
−∞

∞

Ei0 x , y ,0e
−i  k x xk y y 

dx dy

Le module du champ électrique en champ lointain ne dépend plus que de x et
y , à travers les angles dans chacune des deux directions transverses :

∣E i0  x , y , z∣=
1
 i z

∣ E i0 k i x , k i y ,0∣

où
x=x / z

x= y / z
Du fait de cette transformée de Fourier, la largeur angulaire en champ lointain est

reliée la largeur du profil dans le plan initial par la relation d'incertitude :

〈 x0
2
〉 k i

2
〈x

2
〉≥

1
4

où 

〈 x0
2
〉=

1

∬∣E i0 x , y ,0∣
2 dx dy

∬ x2∣Ei0  x , y ,0∣
2 dx dy

et

〈x
2
〉=

1

∬∣ Ei0 k x , ky ∣
2
dk x dk y

∬
k x

2

k i
2∣ Ei0 k x , k y ,0∣

2
dk x dk y

Pour le profil gaussien, cette inégalité devient une égalité : Le profil gaussien est
le profil pour lequel, à taille initiale fixée ( 〈 x0

2〉 ), l'angle de divergence en champ
lointain est le plus faible.

Les variances ne sont pas calculées sur le champ lui-même, mais son module au
carré : Ce sont donc les variances de la distribution de puissance électromagnétique
qui rentrent en compte ici.

Divergence gaussienne du mode gaussien
Pour le profil gaussien :

E i0 r , z=E i M e
−r2

/w0
2

La distribution angulaire en champ lointain vaut :

E i0  x , y , z ~z∞
e
−i k i z

ii z
e
−i k i  x

2
y2

/2z
e
− x2

y2
k i

2w0
2
/2z 2

Diffraction de Fresnel à symétrie axiale
La formule de diffraction de Fresnel se simplifie si le profil dans le plan initial est à

symétrie axiale autour de l'axe de propagation e z :

 E i0 r , z=
k i

i z
e
−i k i z e

−i k i r
2
/2z∫0

a
E i0r ' ,0 J 0k i rr ' / ze

−i k i r ' 2
/2z

r ' dr '
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où J 0 est la fonction de Bessel d'ordre 0, définie par :

J 0 x =
1

2
∫0

2

e−i x cosd 

1.b Équation de l'onde paraxiale
Équations de Maxwell

Pour  retrouver  la  forme  du  mode  gaussien,  nous  revenons  aux  équations  de
Maxwell que nous appliquons à l'onde incidente. L'équation de Maxwell-Ampère est
appliquée  dans  l'air,  décrit  comme  un  milieu  linéaire,  homogène,  isotrope,  non
magnétique, non dispersif et sans perte. Le milieu est un espace libre, sans terme
source :

∇∧ Bir , t =0
∂
∂ t
 0

E i r ,t 

que nous associerons avec l'équation de Maxwell-Faraday :
∇∧ E i r ,t =− ∂

∂ t
B i r ,t 

En utilisant l'identité vectorielle ∇∧ ∇ . A r = ∇ ∇ . A r −∇2 A , le fait 

que dans le milieu est sans source ∇ . E i r ,t =0 , ainsi que les relations

00=
1

C 2 et la définition de l'indice optique =n2 nous retrouvons l'équation 

d'onde :

∇
2 Ei r , t − n2

C 2
∂

2

∂ t2
Ei r , t =0

Équation d'Helmotz
Nous cherchons les solutions monochromatiques à la pulsation i :

E i r ,t =ℜ E i0r e
ii t

La partie spatial du champ doit alors suivre l'équation d'Helmotz portant sur les 
variations spatiales du champ :

∇2 Ei0 r k i
2 Ei0 r =0

où k i=ni/C est le nombre d'onde de l'onde à la pulsation i dans le milieu 
d'indice n .

Nous supposons qu'il existe des solutions à polarisation linéaire :
E i0 r =E i0 r  ex

L'équation vectorielle est remplacée par une équation scalaire :
∇2 Ei0 r k 2 Ei0 r =0

Cette équation a une solution simple, l'onde plane, homogène dans tout l'espace :

E i0 r =E i M e
−i k i .r

où la direction de k i est quelconque.

Appliqué à tout l'espace, sauf un point origine quelconque, l'onde sphérique est 
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aussi une solution :

E i0 r =
Ai M

r
e
−i k i r .

Ces solutions occupent tout l'espace. Du fait de la diffraction, une onde confinée 
dans l'espace ne conserve pas son profil original. Il n'y a pas de solution évidente où
l'onde a une extension finie dans l'espace. 

Équation de l'onde paraxiale
Nous cherchons alors plus généralement des solutions sous forme d'une onde 

dirigée suivant la direction e z , avec un profil u ir   : 

E i0 r =E i M ui r e
−i k i z . 

E i M=max∣E i0 r ∣ est la maximum du module du champ. Le profil est alors un 
fonction spatiale sans dimension, qui doit alors vérifier alors max ui r =1 . Le 
produit E i M u r  est l'enveloppe du champ E i0 r  .

Le profil doit satisfaire l'équation :
∇2 ui r −2 i k i

∂
∂ z

u i r =0

On suppose que les variations du profil suivant l'axe de propagation sont lentes 
comparé à la longueur d'onde : 

∂
2 ui

∂ z2 ≪2k i

∂ui

∂ z

L'équation du profil se simplifie alors en l'équation d'onde paraxiale :

∇⊥
2 ui r −2 i k i

∂
∂ z

ui r =0

où ∇⊥
2 correspond au laplacien dans la direction perpendiculaire à la 

propagation :
∇⊥

2
= ∂

2

∂ x2
∂

2

∂ y2

1.c Solution de l'équation d'onde paraxiale
Forme symétrique de solution recherchée

Nous  recherchons  des  solutions  à  symétrie  axiale  de  l'équation  :
u ir =ui r , z  où r= x2 y2 . L'équation de l'onde paraxiale s'écrit :

1
r
∂
∂r
r ∂
∂ r

u i−2 i k i
∂
∂ z

ui=0

Nous  recherchons  des  solutions  qui  s'approchent  du  profil  gaussien  uniforme

suivant z, u ir , z =ui0 e
−r 2

/w0
2

. Celui-ci n'est pas solution de l'équation, car du fait

de la divergence naturelle, l'onde devient une onde sphérique à longue distance : la
forme  doit  inclure  une  taille  dépendant  de z , w z ,  et  un  terme  de  phase

décrivant  la  forme  sphérique  des  fronts  d'onde  :  e−ikr2
/2 R  z2 .  Du  fait  de  la

divergence, et afin de conserver la puissance de l'onde, la normalisation doit aussi
dépendre de z, u i0 z  . Nous allons rechercher des solutions de la forme :
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u ir , z =u iz ze
−r2

/w  z 2−i k i r
2
/2 R z 

L'équation de l'onde paraxiale va être récrite une équation différentielle du premier
ordre  sur  les  fonctions u iz z  , w z et R  z .  Nous  donnons  les  conditions
initiales dans le plan origine z=0 correspondant à un profil gaussien : l'onde a pour
taille w0=w0 ; le front d'onde est plan : R 0=∞ . L'onde étant plane dans
ce  plan,  elle  divergera  à  partir  de  celui.  C'est  dans  ce  plan  que u iz z  sera
maximum : u iz 0=1 . Le profil initial s'exprime alors :

u ir , z=0=e
−r2

/w0
2

Les paramètres p et q
Pour simplifier l'écriture, nous introduisons les 2 paramètres complexes p  z et

q  z pour séparer les variations sur l'axe, des variations radiales du mode. 

p  z est définie par :

u iz z =e−i p z 

La partie réelle de p  z exprime donc la phase du mode le long de l'axe de
propagation. Sa partie imaginaire contient l'information sur l'amplitude du champ sur
l'axe. 

Le paramètre q  z est défini par :

u ir , z =u iz ze
−i k i r

2
/2 q z

la partie réelle de 1/q  z décrie les variations radiales de la phase. Sa partie
imaginaire décrie la décroissance radiale de l'amplitude du champ.

1/q  z  s'exprime par :

1/q  z=1/ R z −2i / k i w
2
z 

Le profil du mode s'exprime alors :

u ir , z =e
−i p z −i k i r

2
/2q z 

Résolution par les paramètres p et q
Nous introduisons cette forme dans l'équation de l'onde paraxiale :

[−k 2

q2 r2
−

2i k i

q −2i k i−i
d p
dz
−i

k i r
2

2 q2

d q
dz ]u=0

soit, en réarrangeant les termes :

[−k i
2

q2 −2k
k i

2 q2

d q
dz  r2

−2i k i

q
−2 k i

d p
dz ]u=0

Nous cherchons des solutions non triviales ( u i≠0 ), vérifiant l'équation pour tout
r . Les 2 facteurs entre parenthèses doivent alors être nuls. Le profil doit alors être

solution du système d'équations :

 
d q
dz
=1 et

d p
dz
=
−i
q
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À l'origine z=0 , les valeurs initiales sont :

q 0=i z R

p 0=0
où zR est la longueur de Rayleigh :

zR=k i w0
2
/2=w0

2
/i

La solution pour q  z est simplement : 

q  z=zi zR

Sa partie réelle exprime donc simplement l'abscisse suivant l'axe du mode (avec
l'origine au point de pincement). Sa partie imaginaire est la distance de Rayleigh du
mode  

La solution pour p  z est :

i p  z=ln 1−i z / zR

Son expression est moins directe que pour  q  z . Nous verrons plus loin son
interprétation.

La solution pour le profil est alors :

u ir , z =
1

1−i z / z R

e
−i k i r

2 /2 zi z R

1.d Expression du profil en paramètres physique 
Pour analyser la forme de ce mode, nous identifions la solution pour le profil avec

son expression dans une forme plus proche d la physique :

u ir , z =u iz ze
−r2

/w  z 2−i k i r
2
/2 R z 

Le second facteur de la solution est réécrit en séparant partie réelle et imaginaire
pour pouvoir identifier les paramètres w z et R  z :

w z=w0 1 z / z R
2

Du fait de la divergence, la taille du faisceau croît de puis l'origine où l'onde est
plane

R  z=zzR
2
/ z

Le rayon de courbure décroît  depuis  l'origine (où l'onde est  plane),  jusqu'à  la
distance  de  Rayleigh z=z R ,  pour  ré-augmenter  au  delà  (l'onde  devient
asymptotiquement sphérique).

Le premier facteur se décompose en module et phase :

 
1

1−i z / zR

=
e

i arctan  z / zR 

1 z / zR
2
=

w0

w  z
ei z

La phase z =arctan z / zR est la phase de Gouÿ [Gouy1890]. Cette phase
va modifier légèrement la phase de l'onde suivant l'axe de propagation. Elle écarte
légèrement les fronts d'onde, essentiellement en champ proche : la vitesse de phase
est  légèrement  accélérée.  La  phase  de  Gouÿ ne  varie  que  de 0 à /2 entre
l'origine et l'infini suivant l'axe, alors que le terme principal de la phase varie de 2
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pour chaque période axiale  . 

Le module du profil décroît suivant w0/w  z pour équilibrer l'étalement radial de
l'onde.

Le profil du faisceau s'écrit : 

u ir , z =
w0

w z
e−r2

/w  z 2 e
iz −i k i r

2 /2 R  z

10.2 Propriétés du mode gaussien
2.a Expression du faisceau gaussien

Nous résumons ici la forme du champ électrique du mode gaussien de taille au
pincement w0 . Il est aussi appelé mode transverse fondamental ou mode TEM0,0 :

E i r ,t =ℜ E i M ex

w0

w z
e−r2

/w  z 2 e
i t z−k i z 

e
−i k i r

2/2 R z 
E i M est l'amplitude maximum du champ

e x est sa polarisation linéaire.
Phase de l'onde sur l'axe

e
i  t z −k i z est le facteur de phase de l'onde sur l'axe. C'est le même que

celui de l'onde plane e
i  t−k i z , corrigé de la phase de Gouÿ e i z  :

z =arctan z / zR

où zR est la distance de Rayleigh

zR=w0
2
/i

Divergence du profil gaussien
w0

w  z e−r2 /w z 2 est le module du profil. Le profil reste toujours gaussien dans la

direction perpendiculaire, mais sa taille augmente avec la distance suivant l'axe :

w z=w0 1 z / z R
2

À distance petite devant zR , en champ proche, le mode diverge lentement : le
profil peut être considéré constant : 

w z ~z≪ zR
w0

À la distance zR , la taille n'a grandi que d'un facteur √2 :

w zR=w02
À longue distance, en champ lointain, la taille croît linéairement avec la distance

sur l'axe :

w z ~
z≫ zR

w0 z

z R

Le mode diverge en champ lointain avec un demi-angle d'ouverture ξ :
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ξ=
w( z )

z
∼

w0

z R

=
λi

π w0

La  normalisation  du  profil w0/w  z assure  que  la  puissance  de  l'onde  reste
constante le long de l'axe :

P i=
N
0C Ei M

2 ∬−∞
∞ e−2  y2z2/w0

2

dydz

P i=
w z2 N

20 C E i M

w0

wz 
2

=
w0

2 N

20 C
Ei M

2
=Pi0

Rayon de courbure du front d'onde

Le  facteur  e
−i k i r

2
/2 R  z  décrit  la  phase  de  l'onde  dans  la  direction

perpendiculaire. R  z est le rayon de courbure :

R  z=zzR
2
/ z

En champ proche, l'onde est quasi plane : 
R  z ≫

z≪ zR

z R

À la distance de Rayleigh zR , la courbure est maximale (le rayon, minimal) :

R  z=2 zR

En champ lointain, l'onde est quasi sphérique :
R  z ~z≫ zR

z

Approximation du champ proche
Nous voyons qu'en champ proche le mode gaussien est proche d'une onde plane

à forme gaussienne à rayon constant. Ceci justifie l'approximation faite pour décrire
les  profils  des  faisceaux  et  le  profil  du  volume  de  diffusion  à  condition  la
demi-longueur  du  volume  de  diffusion  (si  le  pincement  est  au  centre),  soit
notablement plus courte que la longueur de Rayleigh de chacun des faisceaux :

 
w0


≪
w0

2

i

La taille du faisceau doit alors être grande devant la longueur d'onde de diffusion :

w0≫
i


= 



Cette condition se rapproche de celle pour obtenir une bonne résolution relative en
nombre d'onde de la diffusion.

2.b Propagation des faisceaux gaussiens à travers une
lentille mince

Pour étudier la transmission des faisceaux gaussiens à travers des optiques, nous
décrirons le faisceau par un ensemble de rayons paraxiaux. H. Kogelnik a donné
une formulation synthétique de ce modèle [Kogelnik1966].

Transmission d'une lentille mince
Nous nous limiterons au cas où la lentille est centrée sur le même axe que le

faisceau,afin de conserver la symétrie cylindrique. 
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Une  lentille  mince  est  un  milieu  d'indice  optique, n f limité  par  2  surfaces
sphériques R f1 et  R f2 distantes d'une longueur e f sur l'axe. Par convention, le
rayon de courbure est positif si la face de la lentille est convexe, négatif pour une
face concave. Les centres des sphères sont  sur l'axe. 

Dans l'hypothèse de la lentille mince, nous supposons que la distance parcourue à
travers la lentille est suffisamment courte pour négliger les variations radiales des
rayons qui traversent la lentille. De plus, nous supposerons que la lentille n'a d'effet
que sur la phase de l'onde. Nous estimerons ce déphasage par les chemins optiques
à travers la lentille

À la distance r de l'axe, l'épaisseur de lentille traversée est :

e fr r =e f−[ r2

R f1


r 2

R f2
]

Les chemins optiques sont donc modifiés de la quantité :

s fr r =n f−1e f−n f−1[ r2

R f1


r2

R f2
]

La focale de lentille, f , apparaît naturellement :

1
f
=n−1[ 1

R f1


1

R f2 ]
La focale sera positive pour une lentille convergente.

La fonction de transmission à travers la lentille, T r  , qui traduit le déphasage
qui lui est propre s'exprime alors :

T r =e
−i k i n f−1e f e

i k i r
2
/2 f  

Pour une lentille placée en z0 , le profil de l'onde derrière la lentille u ' i r , z0

est  déduit du profil avant la lentille u ir , z0 par la fonction de transmission :

u ' i r , z0=T r ui r , z0

Transformation des paramètres p et q par la lentille
Nous reprenons l'expression des profils u i et u ' i   en fonction des paramètres
p et q :

u ir , z =e
−i p z −i k i r

2
/2q z 

u ' i r , z=e
−i p ' z −i k i r

2
/2q '  z

La transmission à travers la lentille s'écrit :

e
−i p'  z −i k i r

2
/2 q'  z 

=e
−i k i n f −1 e f e

i k i r
2
/2 f

e
−i p z −i k i r

2
/2 q z

Par identification, on déduit l'effet de la lentille sur les paramètres p et q :

p ' z = p z k i n f−1e f

1
q ' z 

=
1

q z 
−

1
f

La  forme  du  faisceau  reste  gaussienne,  mais  avec  des  paramètres p et q
modifiés.
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Position du pincement et taille du faisceau derrière la lentille
Pour une distance  d entre le pincement initial  et la lentille,  la valeur de q à

l'approche de la lentille est :
q  z f =d−i z R

Juste derrière la lentille, le paramètre q vaut :
1

q ' z f 
=

1
d−i zR

−
1
f

Comme  la  partie  de q est  l'abscisse  de  l'onde  par  rapport  à  la  position  du
pincement, la distance de la lentille au point de pincement du faisceau est donnée
par : 

d '=−ℜ[q'  z f ]

Elle vaut :

d '= f d− f  f 2

d− f 2zR
2

Comme la distance de Rayleigh du faisceau est donnée par la partie imaginaire de
q :

zR '=ℑ[q '  z f ]

On peut déduire la valeur du pincement derrière la lentille ( zR '= w0 ' 2
/i ) :

w0 ' 2
=w0

2 f 2

d− f 2z R
2

Si le pincement du faisceau initial est au point focal de la lentille :
d= f

le pincement image se trouve au plan focal image :
d '= f

le pincement image vaut :

w0 '=
f i

w0

C'est le pincement le plus grand que l'on puisse obtenir  pour une distance d
variable.

Cavité laser
Une cavité laser est généralement formée d'un miroir plan semi-transparent et un

miroir sphérique, espacés d'une distance L . Le second miroir est sphérique pour
éviter la divergence du faisceau dans la cavité.

Un miroir sphérique de rayon R f peut être décrit comme une lentille avec une
focale :

f = 1
R f

Le seul mode stationnaire qui puisse être présent sera un mode gaussien, dont le
pincement sera placé sur le miroir plan, et dont l'image par le miroir sphérique sera
un  mode  dont  le  pincement  sera  aussi  placé  sur  le  miroir  plan,  avec  le  même
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pincement.
Il faut alors :

f=L
et

w0=
f λi

πw0

soit :
f=L=zR

Nous  remarquons  que  le  rayon  de  courbure  du  mode  gaussien  sur  le  miroir
sphérique est :

R  zR=2 zR=R f

Le rayon de courbure de l'onde est le même que celui du miroir : le système est dit
con-focal pour ce mode.

2.c Diamètre utile des faisceaux gaussiens
Le mode gaussien a théoriquement  une extension spatiale dans tout  l'espace.

Dans la réalité, la propagation du mode est toujours limité par la taille des optiques
utilisées. Quelle est la conséquence sur la propagation du mode gaussien? Quelle
est la limite acceptable pour sa déformation? Cette question a été étudié par, entre
autres, P. Belland et al. [Belland1982]. 

Nous exposerons ici la forme la plus simple du problème. Nous supposons que le
faisceau gaussien est limité par une ouverture plane circulaire de rayon a , centrée
sur le faisceau, située dans le plan de pincement de celui-ci ( z=0 ). Nous nous
intéressons à la forme du faisceau ainsi tronqué en champ lointain. 

Puissance du faisceau tronqué
Nous avons vu que la puissance du faisceau gaussien dans le plan de pincement

est donnée par :

P i=
N
0C Ei M

2 ∬−∞
∞ e−2  y2z 2/w0

2

dydz

Comme le faisceau est à symétrie circulaire, la formule se simplifie :

P i=
N
0C Ei M

2 2∫0
∞ e−2r2 /w0

2

rdr

Pour le faisceau complet, comme nous l'avons vu, la valeur est :

P i=
w0

2 N

20C E i M
2

Pour le faisceau tronqué au rayon a , la puissance est diminuée :

P ia=
N
 0C E i M

2 2∫0
a e−2r 2 /w0

2

rdr

soit :

P ia=Pi 1−e
−2 a2/w0

2


La  perte  de  puissance  ne  dépend  donc  que  du  rapport  a /w0 .  L'effet  est

sensible pour a/w02 :
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a/w0 P ia /Pi

1 86,46%

/2 99,28%

2 99,97%

2,5 99,998%

Mais cet effet ne suffit pas à rendre compte de la déformation de l'onde due au
diaphragme. Deux autres effets peuvent être évalués : 

• un effet  d'ondulation (ripple  en anglais)  sur  le  profil  de l'onde en champ
proche. Il a été évalué par Siegman  [Siegman1985]. Il n'y a pas de solution
analytique.

• un élargissement de l'onde en champ lointain.

Diffraction du faisceau tronqué

Sur l'axe :

Approximation gaussienne du faisceau tronqué
L'ouverture  sera  suffisamment  grande  par  rapport  à  la  taille  du  faisceau pour

pouvoir utiliser une approche perturbative.
La correction sur le champ électrique due au diaphragme s'exprime par :

 E ia(r , z)=e−r2
/w0

2

∑0

+∞

(−k i w0 r

a z )
2

J n(
k i a r

z
)

2.d Angle  minimal  de  diffusion  pour  un  banc  de
diffusion collective

Pour  réduire  l'angle  de diffusion,  il  faut  approcher  l'axe de faisceau OL et  du
détecteur, de celui du faisceau primaire. Le rapprochement des faisceaux primaires
et OL en amont de la lentille dépend de leur rayon utile. Suivant l'étude précédente,
nous considérerons que ce rayon utile est égal à deux fois la taille du faisceau à
cette  position  : a=2 w '0 .  la  distance  minimale  de  rapprochement  est  alors

dmin=2 a=4 w '0 . L'angle minimal est alors :
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Détecteur

Absorbeur

OL

Primaire

kol

k i
k

k s



θmin=
4 w' 0

f
Si la position de taille minimale du faisceau est à la focale de la lentille, l'angle

minimal  ne  dépend  que  de  l'angle  de  divergence  des  faisceaux  dans  la  zone
d'observation ξ :

θmin=
4λ i

πw0

=4ξ

L'angle minimal de diffusion est aussi limité par le rapprochement du détecteur de
l'axe du faisceau primaire : plus le détecteur est proche de l'axe du primaire, plus la
puissance de primaire reçu par le détecteur sera grande. La puissance maximale
que  peut  recevoir  est  de  l'ordre  de P lim=100μW La  puissance  du  faisceau
primaire est de l'ordre de P0=10W

Comme le détecteur se trouve en champ lointain, nous raisonnerons en angle. La
répartition par angle solide du faisceau primaire est ( θ est l'angle dans le plan de
diffusion, ϕ ) :

P(θ ,ϕ)=P0
2
πξ2 e−2(θ2

+ϕ
2
)/ξ

2

Le détecteur  est  décalé de l'angle θ par rapport  à l'axe du faisceau primaire.
L'angle  d'ouverture  du  détecteur  (avec  sa  lentille  de  focalisation)  est  proche  de
l'angle de divergence du faisceau OL :

P(θ ,ϕ)=
N
μ0 C

Ei M
2 ∬−∞

+∞

e−2(y2+z2)/w0
2

dydz
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