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Introduction

Une observation directe de I'écoulement turbulent
La diffusion collective de la lumiére laser est une mesure physique appliquée aux
écoulements turbulents. Son originalité tient dans son caractére direct et non intrusif
dans I'écoulement : l'instrumentation est complétement extérieure a I'écoulement, et
ne nécessite aucun ensemencement.

Cette mesure permet l'observation directe des fluctuations de densité a une
certaine échelle. Pour que le niveau de signal de diffusion soit détectable, les
fluctuations doivent étre suffisamment fortes : I'écoulement doit étre turbulent.

La dynamique du signal de diffusion informe sur l'intensité et, par effet Doppler, sur
la vitesse de ces fluctuations. Nous montrons que la distribution de probabilité de
cette vitesse reproduit celle obtenue par vélocimétrie laser sur un écoulement
ensemence.

Présentation du cours
Nous commencerons par une approche générale du phénoméne de diffusion

collective : quels sont les principaux processus physiques sont en jeu ? Quelles
informations apportent-ils sur la dynamique du fluide ?

Le deuxiéme partie abordera plus en détail la physique de la diffusion Rayleigh
collective. Nous verrons l'intérét de la détection hétérodyne. Le rapport signal sur
bruit en sortie de détecteur sera évalué. Nous verrons le montage optique laser
nécessaire a la mise en ceuvre de I'observation de la turbulence de l'air par diffusion
collective.

La partie suivante établira les principales propriétés de I'écoulement qui peuvent
étre déduites du signal de diffusion, sur l'intensité des fluctuations et la distribution
de la vitesse.

La derniére partie montrera d'autres milieux d'applications ou l'observation par
diffusion collective apporte des informations.

Ce cours de diffusion collective a été initié par D. Grésillon.

La version la plus récente de ce cours est disponible sur la page suivante :
http://www.lpp.fr/?Cyrille-Honore
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Historique de la diffusion collective
dans les écoulements

Les premiéres mesures obtenues grace a ce principe, I'ont été par H.Z. Cummins
et al., en 1964 [Cummins1964, Yeh1964]. Leur objet d'étude était une solution de
macromolécules. lls ont pu observer la diffusion Rayleigh dans ce fluide. L'étape
suivante a été franchie par T.J. Greytak et G.B. Benedek [Greytak1966], peu aprés.
Leur étude a porté sur les gaz. lls ont pu montrer des spectres liés aux fluctuations
cinétiques, pour certains cas, et hydrodynamiques, pour d’autres.

R.J. Goldstein et W.F. Hagen [Goldstein1967] appliquerent le principe aux
ecoulements turbulents, en 1967. Mais I'observation ne portait pas sur le gaz
lui-méme, mais sur de fines particules qui y étaient ensemencées. Ce type
d’approche est celui le plus couramment utilisé, pour étudier I'écoulement (cf., par
exemple, W.K. George et al. [George1973]).

Les premiéres expériences de diffusion directement sur le gaz turbulent datent de
1980, par J.C. Leliévre et J. Picard [Lelievre1980]. Pourtant la pertinence d’un tel
procéde était déja établie a la fin des années 1960. La premiére idée d’'étudier la
turbulence par diffusion électromagnétique était de P. Gilles de Gennes
[GillesDeGennes1966]. Elle fut développée par H.L. Frisch [Frisch1967] et G.B.
Benedek [Benedek1964].

C’est donc le travail initiee par J.C. Lelievre qui a été repris au Laboratoire de
Physique des Milieux lonisés (maintenant Laboratoire de Physique des Plasmas),
par I'équipe de D. Grésillon, en lumiére infrarouge [Stern1983], puis en lumiére
visible [Antar2000]. D'autres équipes, comme celle de L. Lading, ont développés des
diagnostics d'observation de la turbulence de l'air basés sur le méme principe
[Lading1993], mais avec des montages différents.
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Constantes physiques

Constantes physiques fondamentales et dérivées
k,=1,38 107> JK~' : constante de Boltzmann

h=6.62 10**Js : constante de Planck
C=2,99 10°ms™ ' : vitesse de la lumiére dans le vide
£,=8.85 107" Fm™" : permittivité du vide
=41 107"Hm™" : perméabilité du vide
q,=1,60 10°°C - charge de I'électron
m,=9,11 10'kg : masse de I'électron

1 q.

roE o 2282 10"°m : rayon classique de I'¢lectron
TEEO m, C

N ,=6,022 10*mol™" : nombre d'Avogadro

R =N ,k,=8314 Jmol ' K~' : constante universelle des gaz parfaits

m,=1,66 10" kg : unité de masse atomique
Grandeurs standard
T,=273.15K :température standard de I'air ( 0°C )

P,=1,013 10’ Pa : pression standard de I'air

=2,69 10°m™ : densité moléculaire d'un gaz parfaita T, et P,
pair=1,30 kgm™ :masse volumique de laira T, et P,
. =2897 10 kgmol™' : masse molaire de I'air
—\/SR T,/3m,=331ms ' :vitesse dusona T, dans I'air
—\/SR T, 2m_ =406 ms" ' - vitesse thermique de l'aira 7T,

N=14+2,78 10" : indice de réfraction de 'aira T, et P, , pour le visible ou
l'infrarouge.

S(llr

th air

o, =1,65 10" m’ : polarisabilité volumique moyenne de I'air
Uy, = 1,68 107" m’ : polarisabilité volumique du diazote
X,,0,= 1,60 107 m’ : polarisabilité volumique du dioxygéne
R,p1c0,= 2593 107" m’ : polarisabilité volumique du dioxyde de carbone
X, .= 0,21 10~ m’ : polarisabilit¢ volumique de I'hélium

« =159 10""m’ : polarisabilité volumique de I'argon

vol Ar
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Dimensions des grandeurs physiques

WM L*T™*] : énergie
P[M L™'T™*] : pression
E[MLT Q"] : champ électrique
D[OL 2] déplacement électrique
H[QL 'T™'] :intensité magnétique
B[M T 'Q7'] :induction magnétique
V[M L*T>Q] : potentiel électrique
A[MLT Q"] : potentiel vecteur
u[M LQ ] : perméabilité
e[Q°T°M™'L™°] : permittivité
w, [QL*T™'] : moment magnétique

[QZTM_lL_3] : conductivité

Z[ML*T~'Q?] :impédance

LML Q ] inductance
C[Q’T*M ™' L*] : capacité

[QL7?] : polarisation

'“U
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Notations

Nous adopterons la notation complexe pour le champ électrique.

Sur l'ensemble du texte, les variables notées en rouge sont celles propres a la
diffusion collective : nombre d'onde, signal, etc.

k, , w; :vecteur d'onde et pulsation de I'onde incidente

{

() : position du diffuseur
(7',1) ° champ électrique diffusé total

~

j
' : position de 'observateur
: vecteur d'onde de I'onde diffusée

p
X : polarisabilité du diffuseur
o : polarisabilité moyenne du milieu
GPOZ : angle de variation de la polarisation
n(7,t) : densité moléculaire du milieu
Montage hétérodyne
E [(7',1) : champ électrique de I'onde oscillateur local (OL)
w,, : pulsation de modulation
n : efficacité quantique du détecteur
Ny : efficacité d'hétérodynage
i,(f) :courant de battement
V. :volume de diffusion
w : taille des faisceaux incident et OL dans la zone de mesure
P, , P, :puissances des faisceaux incident et OL dans la zone de mesure

L,,, : longueur effective de croisement du volume de diffusion avec la
turbulence

V... :volume de diffusion, restreint a la zone turbulente

u(7) : profil du volume de diffusion

Ib(oo) . spectre (ou densité spectrale) du courant de battement

S(%, w) : spectre du signal de diffusion collective

Diffusion collective et turbulence
S(k) :facteur de forme statique de I'écoulement
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(75 m) : facteur de forme dynamique de I'écoulement
(75 T) : fonction de corrélation temporelle du signal de diffusion collective
(7,t,7) : déplacement de I'élément fluide situé en 7 au temps ¢ , aprés un

v @«

délai Tt .

t) : vitesse de convection des fluctuations sur le volume de diffusion

-

S

;(t) . vitesse de convection projetée sur le vecteur d'onde de diffusion &

PU} . distribution de probabilité de la vitesse de convection projetée sur le

vecteur d'onde de diffusion

6
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1 Principe de la diffusion collective
1.1 Diffusion particulaire

Le principe physique sous-jacent a cette mesure est la diffusion
électromagnétique. Pour décrire le principe de la mesure, nous considérons dans le
cas particulier de diffuseurs placés sur un réseau régulier. Du fait que nous nous
intéressons a la cohérence entre les phases des champs électriques issus des
différents diffuseurs, le terme de diffraction est plus approprié, mais le phénoméne
physique reste le méme.

Le schéma de principe est donné ci -dessous :

\,V Direction

d'observatio

Onde incidente cohérente
i(k,. 7—w,t)

Ei<?’ I):e El.0 Diffuseurs : j = 1...N w
— ’X k
7 Vi '
i Ry
i r.
J

Une onde plane monochromatique éclaire le milieu étudié :
- _ Z.(/:,-j:*(k)ll)

Cette onde va interagir avec les diffuseurs positionnés en r; . Chaque diffuseur
va ré-émettre une onde sphérique. Un détecteur est placé loin des diffuseurs, en

=

r

!

La direction entre les diffuseurs et le détecteur, 7' , ne dépend pas des diffuseurs

car nous nous placons en champ lointain (le détecteur est par rapport a la taille du
volume de diffusion). Le vecteur de I'onde diffusée a le méme nombre d'onde que
I'onde initiale mais suit la direction de la détection :

-

k =kn'
Le champ électrique diffusé total est la somme des champs électriques diffusés
par chaque diffuseur :
E (7', t)=X, E ;7' 1)
L'indice « s » renvoie au terme anglais « scattering » utilisé pour la diffusion d'une

onde par un milieu. Le faux ami anglais « diffusion » se limite aux processus diffusifs
tels que celui de la chaleur ou des particules (comme le mouvement brownien).

L'amplitude du champ électrique diffusé £ ; par chaque diffuseur est la méme

pour I'ensemble des diffuseurs (vus a une méme distance). La phase est fonction du
chemin optique de la source au diffuseur, puis de celui-ci au détecteur :

@ =k, 74k, (F'=F)

Le champ électrique diffusé total peut alors s'écrire :
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OCZ e /:f' k. .(7 —F;)—w,1]
En réorganisant les termes dans I'exponentielle, nous obtenons :
- i(k,.7'—w,t) —ik.F,
E (7' t)oce PN

J
ou est introduit le vecteur d'onde de diffusion k& comme différence des vecteurs

d'onde diffusé k  etincident k. :

k=k —k. (1.1)

s l

Cette relation correspond a la construction géométrique donnée par la figure de
Bragg :

}

k -
fﬂk
ki

-

Dans I'expression de Es(7 ', l‘) le facteur devant la somme e itk 7wt ast un
déphasage commun, qui décrit la propagation de I'onde diffusée.

—ik.7, . . p p
La somme de phases Zj e " est importante car sa valeur varie énormément
avec les positions relatives des diffuseurs.

Si les diffuseurs sont positionnés de facon aléatoire dans l'espace, la somme de
ces phases sera destructive, et donc tres faible.

Si, a linverse, les dlffuseurs sont positionnés regullerement sur un réseau de
plans perpendiculaires a k tel que leur inter-phase k.(rj+1 r) soit 2Tt , la
somme des phases sera constructive et donc le champ electrlque diffusé sera
maximal. Autrement dit, il faut que les projections des positions fj des diffuseurs

—

o : 21t :
sur la direction 7, de k soient espacées de A=—— (la longueur d'onde associée

_ k
ak):

ne(r7—7;)=\

o

nA-—171;

La longueur d'onde qui importe, n'est donc pas celle de la source A; , mais la
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longueur d'onde de diffusion A . Elle dépend de © , I'angle de diffusion, c'est a dire
de l'angle entre la direction incidente et la direction d'observation.

Du fait que k, et k_ ontla méme amplitude, le nombre d'onde k se déduit de la
formule :

k=2k,sin(0/2)
Pour la longueur d'onde associée A la formule devient :

1
L
2sin(0/2)
Dans la limite des petits angles, 0<1 , les expressions se simplifient :
k=k,0 et A=M,10

La diffusion par une onde électromagnétique permet donc d'approcher
l'organisation des diffuseurs a I'échelle correspondant a la longueur d'onde de
diffusion A .

Le champ électrique diffusé est intense si le milieu montre des fluctuations
importantes a I'échelle de diffusion.

1.2 Diffusion collective sur un fluide turbulent

Ce principe de diffusion est commun a toutes les diffusions d'un milieu par une
onde cohérente. Appliqué aux solides, il permet de retrouver les distances
périodiques entre atomes dans le réseau cristallin, et de |a, reconstruire la forme de
celui-ci.

Ce principe de diffusion peut aussi étre appliqué aux fluides. Les diffuseurs sont
alors les molécules du gaz. C'est la diffusion Rayleigh. Le milieu est évidemment
bien moins organisé qu'un cristal : I'amplitude du champ électrique diffusé sera bien
plus faible.

L'originalité de la diffusion collective va étre d'appliquer ce principe de diffusion a
des échelles plus grandes que la taille d'un élément fluide. Nous ne voyons plus
chaque molécule individuellement qui diffuse, mais le champ de densité du gaz.

2.a Signal de diffusion collective

Dans le champ diffusé total, la facteur principal est la somme des phases issues
de I'ensemble des diffuseurs : c'est ce que nous appellerons le signal de diffusion :

s(%,t)zzje_i%'ﬂ(t) (1.2)

Nous allons le rapprocher de la description classique du fluide : la densité. Dans
toute la suite, nous entendrons par densité, la densité moléculaire, c'est a dire le
nombre de molécules par unité de volume.

Si la longueur d'onde de diffusion est plus grande que I'échelle fluide, il est
possible de passer d'une description microscopique (par la somme sur les molécules
diffusantes), a une description fluide (par une intégrale pondérée par la densité

fluide) : pour une élément de volume 4’7 , n(7, t)d37 est le nombre de
molécules présentes dans I'élément de volume. Si I'élément de volume est bien plus
petit que la longueur d'onde de diffusion A , la phase e '*" est commune & toutes
les molécules présentes dans I'élément de volume. le signal de diffusion propre a cet
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élément de volume s'écrit e_”"rn(?,t)cf? . Le signal de diffusion pour le volume
global V', peut alors s'écrire sous forme d'une intégrale :

stk 0=f[f, e n(7,0)a'7 (1.3)

Le signal de diffusion collective est la transformée de Fourier de la densité du
fluide suivant le vecteur d'onde de diffusion. Ceci montre alors le caractére collectif
du signal diffusion : le signal de diffusion est propre a des phénoménes liés aux
échelles fluides du milieu observé.

2.b Facteur de forme du signal de diffusion collective

Comment caractériser le fait que nous observons bien des phénoménes
collectifs ? Pour cela nous allons comparer la variance du signal de diffusion a celle
attendue pour un gaz incohérent.

Variance du signal de diffusion
Le signal de diffusion, pour un fluide, est un signal aléatoire dépendant du temps :
quelle est l'intensité du signal de diffusion s(k,7) ?
Pour cela revenons a une description microscopique. Comme la position des

diffuseurs est généralement uniformément aléatoire, la moyenne du signal au cours
du temps est nulle :

(s(k,t)),=0
Nous allons plutét nous intéresser a la variance de ce signal :

<|S<7{>, t)|2>t:<zj Zl e—ik-[f’_;(l‘)_fl(l‘)]>t

Cette variance est sensible aux positions relatives des diffuseurs.
Le gaz incohérent
Séparons les termes croisés ( j#[ ) des termes diagonaux ( j=[/ ) dans
I'expression de la variance :

Is(& 0Py =X 0 +(X | et Anmil,

Pour un gaz a I'équilibre thermodynamique, les positions des molécules ne sont
pas corrélées entre elles. Les termes croisés forment une somme non constructive
de phases. Leur moyenne est négligeable devant le premier terme, qui lui est égal

au nombre de molécules qui diffusent N .
- 2
(s (k. 0~ N, (1.4)

Nous remarquons que cette variance est indépendante de £k : elle est la méme
quelque soit I'angle de diffusion. C'est un bruit blanc propre a un signal non corrélé
dans l'espace.

Pour un systeme aléatoire, cette valeur est la limite basse de la valeur de la
variance. La variance du signal pourrait en fait prendre des valeurs plus petites, mais
seulement dans des cas de trés forte cohérence du milieu, ou la somme des phases

s'annulent (par exemple si la moitié des diffuseurs ont pour phase 0 , et l'autre
moitié, Tt ).
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La cohérence totale des phases
La limite supérieure pour la variance de s(k,?) estle cas ou tous les diffuseurs
induisent la méme phase (a 2Tt prés):

s(k,t)=N,e "V
Cette situation est inaccessible aux fluides. Seule la diffusion sur un solide
monocristallin avec un vecteur d'onde de diffusion bien choisi, approche de cette
situation. Dans ce cas, la variance du signal de diffusion vaut :
7 2 2
(s (&, ) ~N

S
Structures cohérentes en turbulence fluide
Pour un fluide turbulent, la situation est intermédiaire entre ces 2 cas extrémes : la
turbulence induit la formation de structures cohérentes a toutes les échelles. Cette
cohérence va induire un niveau de signal supérieur au cas incohérent, mais
largement inférieure au cas de la cohérence totale. Le niveau de signal de diffusion
dépendra de la qualité de la cohérence des structures a I'échelle de diffusion.

Facteur de forme

Nous introduisons le facteur de forme, comme étant la variance du signal de
diffusion rapportée a sa valeur pour un gaz incohérent :

S(k)=ods(E. 1)), (1.5)

Comme le nombre de diffuseurs N, dans un fluide est au moins de l'ordre de
10% pour des conditions expérimentales typiques en laboratoire, la gamme de
variation du facteur de forme est importante :

1<S(k)< N,
2.c Loi de Kolmogorov

Comment le facteur de forme S(%) varie-t-il avec le nombre d'onde de diffusion

k ? Les observations sur des écoulements turbulents (ici sur un jet d'air), montrent
que le facteur de forme décroit suivant une loi de puissance sur une large gamme de
nombre d'onde.

Cette loi de décroissance est en fait liée a la loi de Kolmogorowv.

Suivant le modéle de la cascade d'énergie de Kolmogorov, I'énergie distribuée par
nombre d'onde suit une loi de puissance :

E (k)ock"

Nous considérerons la densité comme un contaminent passif de cette cascade :
I'nypothése est audacieuse, compte tenu que la densité est une grandeur intervenant
dans les équations de Navier-Stokes, mais les observations vont dans son sens. La
densité suit alors cette méme loi avec le nombre d'onde.

Pour passer du nombre d'onde k , au vecteur d'onde % , nous supposerons que

la turbulence est isotrope : l'intensité ne dépend pas de la direction du vecteur
d'onde.
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stk)=["kdo [ kdo S(k,0,¢)=4xk>S (k)

Pour le vecteur d'onde, la loi reste une loi de puissance avec une pente plus forte :

—11

S(%) o kT (1.6)

La gamme de nombre d'onde sur laquelle cette loi est valide dépendra de
I'écoulement. La limite aux petits nombres d'onde sera de l'ordre de l'échelle de
production : c'est vers cette échelle que le facteur de forme sera le plus intense. La
limite aux grands nombres d'onde correspondra aux échelles de dissipation. A ces
échelles, le facteur de forme de 1 car les structures cohérentes disparaissent.

I(}IU

107 |

S(k)

10% | slope: 3.5

107 .
100 10!

k(mm1)

102

2.d Convection et effet Doppler

Méme si c'est incompatible a priori avec le mouvement thermique du gaz, et la
nécessité de turbulence pour la diffusion collective, mais afin de se faire une
premiere intuition sur la dynamique du signal, nous envisageons une forme simple
de mouvement : un fluide figé convecté a la vitesse constante et uniforme : U .

Le déplacement des diffuseurs s'écrit alors :
Fi(1)=F(0)+T1
Signal de diffusion et effet Doppler
Le signal de diffusion s'écrit alors :

5(75, Z):Zj e_ik'rj(t)ze_ik'm Z | e—ik.rj(O)

J
Nous introduisons la vitesse projetée sur le vecteur d'onde de diffusion & :
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- ! -
k Us
Le signal de diffusion est alors le produit de 2 facteurs :
— _kU_, -
stk t)=e "% 5(%,0)
Le second, constant est lié a l'intensité des fluctuations figées dans le fluide.

Le premier décrit la dynamique. C'est une rotation de phase a l'opposée de la
fréquence Doppler. La fréquence Doppler f, est le rapport de la composante de la

vitesse U; sur la longueur d'onde A .
Uz k
fD_T_EUE
Si nous représentons le signal temporel de diffusion dans le plan complexe, ce
type de figure apparait :

)
x(1)
N y

L'effet principal observable est donc une phase tournante. Le module correspond
a l'intensité des fluctuations de densité du milieu, a I'échelle de diffusion.

Autocorrélation temporelle

La fonction d'autocorrélation temporelle et le spectre fréquentiel du signal
permettent de faire ressortir certaines propriétés des signaux aléatoires.

La fonction de corrélation temporelle du signal est donnée par :
= 1 % - -
C(k,r)=V<s (k,t)s(k,t+7T)),
Dans le cas de la convection uniforme, la corrélation s'exprime alors :
Clk,t)=—]s(k,0) e " *
NS
soit :

C(k,t)=8(k)e *UT

Elle aussi prend la forme d'une fonction oscillante a la pulsation Doppler. Elle est
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normée par le facteur de forme.
Spectre fréquentiel et fréquence Doppler

Le spectre fréquentiel S(k, f) du signal s(k,t) peut s'exprimer comme la
transformée de Fourier de I'autocorrélation temporelle du signal :

S(ici,f):f_o;drC(ic’,t)eiznft
Pour la convection uniforme, le spectre fréquentiel a pour forme :

(k f j dt 12n —U/n+f)t
soit :

- = U"
S(k., f)=S(k)d(f =)
Le spectre présente la forme d'une distribution de Dirac a la fréquence Doppler

fp . Le spectre fréquentiel permet donc de mettre en évidence la vitesse de
convection de I'écoulement.

( S(kf) 4 h

|
L

\_ 0 fD:%U/} f)

Spectre du signal et écoulements turbulents
Pour un écoulement turbulent, la vitesse de convection U; n'est pas uniforme,
mais suit une certaine loi de probabilité (c'est la méme que celle observée par

anémométrie Doppler laser sur particules) : PU%(U)

Comme pour I'anémométrie, le signal de diffusion collective va enregistrer le
passage de structures cohérentes a différentes vitesses. Le spectre fréquentiel du
signal de diffusion va alors reproduire la forme de la distribution de probabilité de la
vitesse de convection projetée suivant le vecteur d'onde de diffusion :

S(k, f)=rS(k)P, (U) (1.7)

k

ou la fréquence est reliée a la vitesse par la relation Doppler U=A\ f .

Le facteur A dans l'expression du spectre fréquentiel vient du changement de
variable entre la vitesse de convection et la fréquence.
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2.e Les ondes sonores

En plus des structures convectées par I'‘écoulement, le signal de diffusion
collective est sensible aux ondes sonores présentes dans le fluide, puisqu'une onde
sonore produit une oscillation de la densité.

Si l'onde sonore a pour vecteur d'onde Kk

v—b

. k

ac

o
kS

(longueur d'onde N ) et pour

fréquence f, (elle se propage a lavitesse C,=A\,.f, ), ladensité a pour forme :

n(7,1) o cos(k

F=2nf t)

Comme le signal de diffusion est la transformee de Fourier de la densité suivant le
vecteur d'onde £k , l'onde sonore sera détectée si les vecteurs d'onde de I'onde

sonore et de la diffusion correspondent (au signe prés) :

ko =k

Comme le signal est aussi oscillant en temps, le spectre fréquentiel a la fréquence
de I'onde sonore aura pour forme :

Sk, f)ocd(k—k, )d(f—F.)

(1.8)

Principe de la diffusion collective
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Le spectre fréquentiel montre alors un seul pic, a la fréquence de I'onde sonore
La relation Doppler fait apparaitre la vitesse du son :

7\'Jt‘:)\'QC«ICQ():C‘S

La diffusion collective permet I'observation simultanée des structures cohérentes
convectées et les modes sonores se propageant dans I'écoulement.

2.f Comparaison avec I'anémométrie Doppler

La différence entre la diffusion collective et 'anémomeétrie Doppler laser, provient
de la nature des diffuseurs. Pour I'anémométrie classique, les diffuseurs sont les
particules micrométriques ensemencées dans I'écoulement. Pour la diffusion
collective, ce sont les structures cohérentes de I'écoulement. Si les structures
cohérentes sont réparties uniformément dans I'écoulement, les histogrammes
correspondent.

_25_

0 250 500 750

JP Bonnet et al. MSI (1995)

La figure ci-dessus est le résultat de l'observation d'une couche de mélange
supersonique, pour une position a l'intérieur de cette couche. L'histogramme
correspond aux mesures par vélocimétrie Doppler laser. La courbe en continu
correspond au spectre fréquentiel de diffusion collective. Pour les 2 courbes,
I'abscisse est la vitesse en m/s (en utilisant la relation Doppler entre la vitesse et la
fréquence, U=A\ f ), l'ordonnée est en échelle logarithmique (les courbes sont
normées a leur maximum).

La comparaison montre que, pour la partie la plus intense correspondant a la
convection, les courbes ont la méme forme (vitesse autour de 400 m/s). Le spectre
de la diffusion collective montre en plus 2 pics latéraux correspondant a des ondes
sonores se propageant vers l'avant ou vers l'arriere de I'écoulement. Comme les
modes sonores se propagent par rapport a I'écoulement, ils sont décalés de la
vitesse du son par rapport aux structures convectées (environ 250 m/s car
I'écoulement est froid). Le pic a vitesse nulle est un effet d'appareil.

1.3 Observation visuelle de la diffusion
collective

Ce phénomene de diffusion collective sur les fluides est observable quasiment a
I'ceil nu. L'expérience a été faite par A. Kharchenko.

Le montage est alors celui indiqué sur le schéma ci-dessous, un faisceau laser
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visible (argon ionisé, \,=0,514 um ) éclaire un jet d'air turbulent généré par l'air
sous pression expulsé par un buse de diameétre 1mm . Comme nous le verrons par

la suite, la diffusion collective n'est détectable qu'en diffusion vers l'avant. Un
appareil photo est alors placé presque dans I'axe du faisceau de maniere a observer

le faisceau en diffusion a petit angle ©6=60mrad=3,5° . la longueur d'onde de
diffusion correspondante est alors A~X\,/0=8,7um . Un écran blanc percé d'un
diaphragme est interposé pour servir de fond a la photo.

. B
y - | § Y buse
e P
aser] |

&

diaphragme ,/ ﬂux

turbulent P ceil ou

appareil
de photo
A. Kharchenko

La photo ci-dessous montre le résultat : Le faisceau est « visible » par diffusion
Rayleigh.

Jet darr
turbulent

-

/' Faisceau laser

Diaphragme
A. Kharchenko

T

Nous voyons une tache lumineuse plus intense sous la buse : La diffusion est
exacerbée dans cette zone par les fluctuations dues a la turbulence a I'échelle
d'observation. En dehors de cette zone : I'écoulement est calme : la lumiére diffusée
correspond a la diffusion incohérente.
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2 Diffusion Rayleigh collective

Nous abordons ici plus préciseément les processus en jeu dans la diffusion
collective. Le phénoméne physique de base est la diffusion Rayleigh. Lord Rayleigh
a été le premier a décrire la diffusion de la lumiére par l'air en 1871 (dans
Philosophical Magazine 41). Les diffuseurs sont des molécules neutres du gaz.
Leurs nuages électroniques vibrent sous l'effet de la lumiére regue. Cette vibration
induit une lumiére diffusée dans toutes les directions. La diffusion Rayleigh peut étre
généralisée a toute diffusion électromagnétique sur des particules neutres, plus
petites que la longueur d'onde de la lumiére incidente.

La diffusion Rayleigh est une diffusion élastique de la lumiére, comme la diffusion
Thomson et la diffusion de Mie (il n'y a ni absorption, ni émission d'énergie par le
diffuseur). La diffusion Thomson s'applique a des particules chargées libres, comme
les électrons libres d'un plasma. Dans ce cas, c'est l'accélération des électrons qui
induit un champ électrique diffusé. La diffusion de Mie généralise la diffusion
Rayleigh aux diffuseurs de toutes tailles, méme ceux plus grands que la longueur
d'onde de la lumiére. Elle s'applique, par exemple, a la diffusion de la lumiére du
soleil sur les gouttelettes d'eau des nuages dans I'atmospheére.

2.1 Polarisabilité des molécules

La description générale de la diffusion Rayleigh peut étre trouvée dans le manuel
de J.D. Jackson [Jackson1975]. B. Chu décrit directement la diffusion par un milieu
diélectrique fluctuant [Chu1974]. Le champ électrique rayonné par un dipble oscillant
est décrit par G. Chartier [Chartier1997]. M. Born approche la diffusion Rayleigh
comme une limite de la diffusion de Mie [Born2002].

1.a Polarisation d'une molécule

Pour décrire la diffusion Rayleigh, nous utiliserons l'approximation de Born : Le
champ électromagnétique et le milieu ne sont pas traités de maniére auto-cohérente,
mais par une approche perturbative : la réaction de chaque molécule neutre du gaz
est évalué a partir du champ incident. Le champ diffusé sera négligeable devant le
champ incident.

Le schéma de principe est montré ci-dessous.

Le champ électrique incident est une onde mono-mode longitudinalement, de

Tt
vecteur d'onde k; . Nous y associons un vecteur d'onde ?\,:—k , une fréquence

l

C
Vi:mk" et une pulsation w,=2T1Vv, . C est la vitesse de la lumiére dans le

vide. N est l'indice de réfraction du milieu (nous verrons plus loin que l'indice de
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réfraction est directement reli€ a la diffusion Rayleigh). Le champ électrique est aussi
polarisé linéairement ; le champ électrique initial £, est unidirectionnel.

Le champ électrique se propage dans le gaz sous forme d'onde plane :
Ei<71 t>:ei(k1.r7m1t>E_;o
Polarisabilité

Le gaz est composé de molécules neutres. L'effet du champ électrique incident est
de polariser ces molécules : les nuages électroniques et les noyaux subissent des
forces opposées. Le dipdle ainsi créé est proportionnel au champ électrique
extérieur. Le moment dipolaire, créé a la position de la molécule 7,(t) , s'écrit :

-

pj(t>:0(j50Ei(Fj(t>:t) (2.1)

Le coefficient de proportionnalité «; , appelé polarisabilite, dépend de la nature
de la molécule. Il décrit la susceptibilité propre a la molécule.

En dehors des molécules mono-atomiques, la polarisabilité est en fait non isotrope
: la polarisation de la molécule sera différente suivant son orientation par rapport a la
polarisation du champ électrique incident. Il s'agit alors non pas d'un coefficient, mais
d'un tenseur de polarisabilité. Pour un gaz, l'orientation de la molécule est
uniformément aléatoire. Pour une observation a I'échelle fluide, les mesures étant
toujours moyennées sur une grande quantité de diffuseurs, ce tenseur est remplacé
par une moyenne sur toutes les orientations possibles [Miles2001]. Cet effet avait
déja été mis en évidence par Rayleigh en 1918.

Il faut noter que 2 autres définitions de la polarisabilité existent dans la littérature

(e. g. M. Sneep et al. [Sneep2005]) : la polarisabilité dite volumique :
1

avolj:4ﬂ: O(’j

et la polarisabilité dite SI (comme unités Sl) :
Ky =&,

®,, ; (comme &, ) a la dimension dun volume ( [L’] ) : ce volume

correspond a celui sur lequel la molécule est polarisable. Il sera alors inférieur a celui
de la molécule elle-méme. Typiquement, le volume d'une molécule diatomique est de

l'ordre 107 m’ . Les valeurs de X,,; sont données pour quelques gaz dans la liste
des grandeurs physiques en début de document.

La polarisabilité peut étre directement reliée a 2 notions macroscopiques : l'indice
de réfraction du milieu ainsi que la section efficace de la diffusion Rayleigh (que nous
verrons plus loin).

1.b Indice de réfraction et polarisabilité

D'un point de vue macroscopique, le milieu a une polarisation moyenne (P) ,
produit de la densité moléculaire (n) , par le dipdle propre a chaque molécule p :

(P)=(n)p
Le dipble propre a chaque molécule est, comme vu plus haut, induit par le champ
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électrique E qu'elle voit ( on considere une polarisabilité moyenne o ):

f):(stE

L'indice de réfraction N intervient, par lintermédiaire de la susceptibilité
xe=N2—1 dans le rapport entre la polarisation moyenne <13> et le champ
électrique macroscopique E

<ﬁ>:EO<N2_1)E_:m

Si nous identifions le champ électrique macroscopique £

-

molécule £ , avec ces 2 derniéres expressions, nous pouvons donner une

premiére approximation de la polarisabilitt moyenne en fonction de l'indice de
réfraction :

_N*—1

(n)
Mais le champ électrique E wu par chaque molécule est en fait différent du
champ macroscopique E . Le champ macroscopique b:m considére que le milieu

a une polarisation moyenne (P) , complétement uniforme. Or localement une
molécule voit a longue distance, cette polarisation uniforme, mais en deca d'une
certaine distance, elle voit quelques dipoles voisins. Nous devons soustraire de E

m -

—

au champ vu par la

m

X
m

m

, £, , le champ électrique créé localement par la polarisation macroscopique

e

moyenne, puis nous devons ajouter £
les molécules voisines :
E(F',t)=E (7', t)=E (7', t)+E _(7',1)

near

, le champ électrique di aux dipbles sur

near

—

E , estle champ électrique induit sur la molécule par un dipéle moyen uniforme

sur une sphere. Le résultat est donné par J.D. Jackson [Jackson1975] ou M. Born
[Born2002] :

— _1 -
EP:3—<P>
€
Le champ électrique di aux dipbles proches dépend de la distribution des autres
molécules autour de la molécule. Pour un gaz, la distribution des molécules autour

d'une molécule est aléatoire et isotrope. Du fait de cette symétrie, il peut étre montré
que :

E. =0

near

Ceci n'est plus vrai dans les liquides et les solides (sauf cas particulier des
réseaux cubiques).

Le champ électrique vu par la molécule est alors :
E=L,+5(P)
3¢,

Cette expression est combinée avec I'expression de <i’> en fonction de E :
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(P)=E, +3—<P>

<n>(xso
Cette dernlere relation et celle faisant intervenir lindice de refraction (
<73>:EO( —1)E, . ) permettent d'extraire une relation entre la polarisabilité du
gaz et l'indice de refractlon :
3 N—1
N+2 (n)

C'est la relation de Clausius-Mossotti, qui est un cas particulier de la relation de
Lorentz-Lorenz (applicable a des milieux plus généraux). Elle permet d'estimer la
polarisabilité a partir d'une mesure macroscopique de l'indice de réfraction (et de la
densité moléculaire).

Pour l'air dans les conditions normales de température et de pression, l'indice est
de: N=1+2,78 10~* ; la polarisabilitt moyenne de I'air est alors :

O(air:1,65 10730, )

vol air 4 T

®,,=2,07 1077 m’ (soit «

En appliquant la relation inverse, nous voyons que pour des polarisabilités
comparables, mais des densités de milieux diélectriques solides ou liquides, l'indice
de réfraction aura des valeurs plus proches de 2.

2.2 Diffusion Rayleigh

Nous revenons au schéma initial, sur le plan microscopique.

2.a Rayonnement d'un dipéle

Nous allons calculer Esj(?',t) , le champ électrique rayonné par le dipdle
p;(t) , en résolvant les équations de maxwell, avec pour source, le dipéle.

Le dipble induit par le champ électrique incident sur la molécule s'écrit :

By(1)=0 8, E (7 (1), 1)

Le dipble oscillant intervient comme une source pour le champ déplacement
électrique D ; :

D (7' t)=¢e,E (F',1)+p(t)d(F =7 (1))

Les équations de Maxwell associent le champ magnétique B
électrique :

;; au champ
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VAB,, (7, t):u()%Dsj(? 1)

soit I'équation de Maxwell-Ampére :
VAB,(F' 0=, 2 (e B, (71 0)+ 5, (1)8 (F'=F (1))
que nous associerons avec l'équation de Maxwell-Faraday :
VAE, (7 ',t):g—fBSj(? 1)

Les grandeurs électromagnétiques oscillent temporellement a la pulsation w, . La

dépendance temporelle propre au mouvement du gaz ( f}(t) ) est beaucoup plus
lente, et donc n'intervient pas dans les dérivées temporelles des grandeurs
électromagnétiques : le milieu est considéré figé durant la propagation des ondes
électromagnétiques.

Pour I'étude concernant la propagation des ondes électromagnétiques, nous
oublierons la dépendance en temps de la position des molécules : nous noterons
simplement 7 .

La combinaison de ces 2 équations conduit alors a une équation d'onde avec pour
source le dipdle  p;(1)

—

v v =g - (Dl - g - -
_v/\(v/\Esj<r J))""FESJ'(” ’Z):_Uopj(t)é(r _rj)

La solution de cette équation différentielle du second ordre a source ponctuelle est
une fonction de Green :
2 ik -7
- - uowl c ! /
E (r', t)= ————¢
S ] ( ) 4T( |r r_ r]|

n'; est la direction d'observation, entre la position de la molécule 7, et la

position de mesure 7' du champ électrique.
2.b Onde sphérique diffusée

En utilisant I'expression du dipble, le champ électrique diffusé est ré-écrit en
fonction de l'onde initiale et la position de la molécule (nous utilisons la relation

Heg,CP=1):

i(k .7 —wt)

TG A A B (1)

E (7',t)

i(]_gi'r_:j_wit>—>l = =
=— L ¢ n' An ;/\Eio) (2.2)
N\, ‘r —rj| / !

L'onde diffusée est une onde sphérique qui se propage dans tout I'espace. Voyons
le sens physique des différents facteurs (en partant de la fin).

Effet de polarisation
le dernier facteur E'UOZﬁ'jA(?z'j/\Em) est I'amplitude du champ électrique
initial, modifié par le changement de polarisation.
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—

E',.jo est par nature perpendiculaire a la direction de propagation ﬁ'j : sa

polarisation peut étre différente de celle initiale. Nous noterons 0, , I'angle de

variation de la polarisation : ejpol:n/z—(n_"j,ﬁi()) . L'amplitude du champ

électrique, aprés changement de polarisation, dépend de cet angle
E',,=E;cosb

—

Jjpol -

Si E., a une polarisation perpendiculaire au plan de diffusion, alors, Gm,[:() et

E 'ijOZE_‘:’O . La diffusion est d'amplitude maximale. Si Ejo a une polarisation dans
le plan de diffusion, alors E o est aussi dans le plan de diffusion,
perpendiculairement a 7l'j , et son amplitude est alors : E';,=FE;cos0 (

0,,,=0 ). Dans ce cas, en diffusion & angle droit ( ©=1t/2 ), la champ diffusée
estnulle ( £7',,=0 ).

Phase de I'onde incidente

Le 3éme facteur ei(kf'ﬂ_‘”f’> est la phase de l'onde initiale a la position de la
molécule.
Onde sphérique
La phase eikf|?’_ff‘ décrit la propagation de l'onde entre la position de la

molécule, r; , etle point ou elle est évaluée, 7' . Le front d'onde est sphérique.

: 1 . -y
Le facteur de décroissance en ‘7; ,_f.| du champ électrique est intrinséque a son
j

expansion sphérique : l'intensité de I'onde diffusée se répartit sur toute la sphére de
rayon |7'—7| (donc de surface variant en [F'—7 " ). Lintensité¢ par unité de
1

_”_,-’

4

1
surface décroit alors en ‘? _ ‘2 , et le champ électrique, en |7
J
Rayon de Rayleigh

TTX.
Le premier facteur rR’:NT?\Jz a la dimension d'une longueur : c'est le rayon de

1

Rayleigh. C'est le facteur propre au processus initial de la diffusion Rayleigh : la
polarisation de la molécule. |l caractérise son efficacité.

Pour la diffusion Thomson, le champ électrique diffusé a la méme expression, en
remplagant le rayon de Rayleigh, 7., par r, , le rayon classique de I'électron :

2
ro=— I —28210"m

= >=
41'['80 m,c

Le processus initial est alors le rayonnement de I'électron accéléré par le champ
électrique incident. Nous verrons que ce rayon est comparable au rayon de Rayleigh
dans l'air, pour une lumiére ultraviolette.

2.c Rayon de Rayleigh et section efficace de diffusion

La section efficace de la diffusion Rayleigh sur une molécule est l'intensité
lumineuse diffusée dans une direction angulaire (0,q) , rapportée a l'intensité
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lumineuse incidente. A grande distance d'observation ' , elle s'exprime par :
!2 12 2

r Isj: r <‘E‘\:i )
L (e

0,(0,p)= >

En moyennant sur les polarisations initiales possibles, la section efficace est
donnée par :

sz(xf 14+cos’0 —,2 1+cos’0

N2 )

Intégrée suivant toutes les directions (6, cp) , la section efficace totale est :
0r=IT,d0f"sin0c (0,p)dp

apres intégration :

o,(0,p)=

3.2
_8“- (Xj_S'IT 2
R

THTIN T 3
La section efficace totale est proportionnelle au carré du rayon de Rayleigh.
Nous remarquons que la section efficace a une dépendance sur la longueur
d'onde de l'onde incidente en 1/?\?1 . Cette forte dépendance explique la couleur

bleue du ciel : la couleur du ciel est due a la diffusion des rayons solaires par
I'atmosphére. La diffusion est plus intense pour les longueurs d'onde plus courtes,
correspondant au bleu. En diffusion de Mie sur des particules macroscopiques, cette
dépendance est beaucoup plus faible : la lumiéere diffusée par le soleil sur les nuages
est blanche.

En application sur [l'air, avec une Ilumiere verte de longueur d'onde
N\,=0,514 um (celle du laser argon ionisé, que nous utiliserons), le rayon de
Rayleigh est 7 ;. ., =2,46 107"°m . la section efficace totale pour une molécule
est: O =507 107 ' m* .

A cause de la diffusion, un faisceau de lumiére qui traverse l'air voit son intensité
I (1) décroitre exponentiellement avec la distance [ parcourue :

1(D)=e*"1(0)

Le coefficient de décroissance B , est le produit de section efficace par densité
moléculaire moyenne de (n) :

B :O-Rj<n>
L'inverse de B , A , correspond a la distance sur laquelle l'intensité lumineuse
est réduite d'un facteur e_l :

A=p~" .
Appliqué a l'air, pour la longueur d'onde \,=0,514 um | dans les conditions

normales de température et de pression de l'air, ceci implique
B. =13610"m" , soit A,,,.,=73km . Pour la limite du visible vers le

airvert

rouge, ( N=0,65um ), A, .. =190km . Pour celle vers le violet, (
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N=041 um ): A =30km .
Pour une épaisseur d'atmosphére traversée par des rayons du soleil vu au zénith (
[=8km ), la transmission de ces rayons a travers I'atmosphére ( ¢ /" ) varie de

0,76 pour le violet a 0,96 pour le rouge. Cette lumiére du soleil transmise a
travers l'atmosphere au zénith est par définition blanche. Quand le soleil est vu
proche de I'horizon ( =300 km ), la transmission est trés différente : elle varie de

4,5 10~ pour le violet, a 0,21 pour le rouge : le soleil parait rouge a I'horizon ; sa
lumiére est aussi moins intense.

2.3 Approximation champ lointain

3.a Conditions de l'approximation champ lointain

Le champ électrique total diffusé est la somme des champs électriques diffusés
par chaque molécule qui sera présente dans le volume de diffusion :

E (7' 1)= Z},- E (7',1)
Il s'exprime alors par :

airviolet

n, ¢kl (k.7 —wt)
- —_ 7 l . — . - - =g
E (7', 0)= : e " "n' AN AE,)
s ’ P a12~2 |22 j J i0
NN |r rj|
L'expression du champ électrique diffusé par une molécule dépend de facon

complexe de la molécule (les termes en rouge et bleu dans l'expression : 7; &; et

!
n,; o).

Afin de simplifier cette sommation, nous allons nous placer dans I'approximation
de champ lointain. Pour que cette approximation soit valable, il faut remplir 2
conditions :

7 '| > |;7J| : La distance entre le point de mesure et le volume de diffusion
est beaucoup plus grande que la taille du volume de diffusion lui-méme
(nous placons l'origine du repére au centre du volume de diffusion).

!

7
)
o |F|>\, : cette distance doit aussi étre grande devant la longueur d'onde
du champ incident.

Ces 2 conditions permettent de remplacer, localement, au point d'observation, la
somme d'ondes sphériques par une somme d'ondes planes. Ces ondes planes ont

toutes la méme direction n';=n'. Leur phase s'écrit
k,-7'—7j|=kl-7l'.(7'—l7j) . De plus, nous considérons la méme distance de
1 1
décroissance pour tous les diffuseurs —‘7 7] ~
j

Le champ électrique diffusé par chaque molécule se simplifie en :
o, e T (R ki) F o]
T >y i I —K.n).r—w.t|-, - >
E (7', 1)=—- e TR ARAE.) (2.3)
S Nz?\z r i0

!

-

Nous noterons E ., , le champ électrique incident, modifié par le changement de
polarisation (qui ne dépend plus du diffuseur) :
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E' =n'A'AE.,)

3.b Vecteur d'onde de diffusion et figure de Bragg

Cette forme simplifiée du champ électrique diffusé fait apparaitre 2 nouveaux
vecteurs d'onde :
k =k.nn" est le vecteur d'onde de l'onde diffusée. Il ne dépend plus de la
molécule qui diffuse. Le nombre d'onde est le méme que celui de I'onde incidente :
k.=k, . La diffusion est élastique : les photons incident et diffusé ont la méme

longueur d'onde, donc méme énergie. Le processus de diffusion n'implique pas ici
d'absorption ou d'émission d'énergie par le diffuseur.

- - -

k=k —k. estle vecteur d'onde de diffusion.

S l

Le nombre d'onde de diffusion associé va dépendre de l'angle 0 entre les
vecteurs d'onde incident &, et diffusé k . La construction géométrique est donnée

par la figure de Bragg :
ékgﬂ 75

0
I”j lg

i

Cette construction en triangle isocele donne la relation entre le nombre d'onde de
2T

diffusion k (ou la longueur d'onde A= P
k=2k sin(0/2)
2T - 1 N
k  2sin(0/2) '
Pour des petits angles de diffusion 0 <1 , les formules se simplifient :
k=0k,

) et I'angle de diffusion 0 :

A=

1
A=3N,

2.4 Diffusion collective

Le champ électrique diffusé total ES(? ', t) est la somme des champs électriques
diffusés par chacune des mol écules:

E(7',1)= 2 E,(F'.1)

L'approximation de champ lointain nous permet de mettre en facteur une grande
partie de l'expression du champ électrique diffusé total :
ik .7 -
= . Toe —Wl s, oy, —ik.7(1)
E (7',1)= T nA (T /\Eio)zj(xje (2.4)
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4.a De la molécule au fluide
Densité moléculaire
Nous introduisons la notion de densité moléculaire par espece s présente dans
le gaz, (azote, oxygéne...): ng(7,t) .

Dans le point de vue microscopique, I'expression de cette distribution est celle de
Klimontovich [Klimontovich1991] :

ng(F,0)=Y, _ 8(F=F,(1)

Cette expression permet de remplacer la somme sur les molécules ; de chaque
espece, par une intégrale pondérée par la densité moléculaire propre a chaque
espéce s (azote, oxygene...).

Pour toute fonction spatiale G (7) , nous pouvons alors écrire :

2, O‘_/G(Fj(t)):fvx G(7)Xg agng(F,1)d’7

ou Us estla polarisabilité de I'espéce s ,et V., | le volume de diffusion.

Du moléculaire au fluide

La diffusion peut étre appliquée a I'échelle microscopique : elle permet alors une
approche de la distribution de vitesse dans le fluide, ou de I'auto-diffusion
moléculaire, suivant le rapport entre la longueur d'onde de diffusion et le libre
parcours moyen des molécules. Cette diffusion a été modélisé par S. Yip et M.
Nelkin [Yip1964].

Ce qui caractérise la diffusion collective est I'observation des phénoménes propres
aux échelles fluides du milieu observé. Cette approche est possible a condition que
la longueur d'onde de diffusion k soit beaucoup plus grande que la taille d'un
élément fluide. Nous n'avons alors plus accés au propriétés moléculaires, mais
fluides.

Nous remplacerons alors la densité vue comme une distribution microscopique :

ns(7,t)=zjcsf>(7—7j(t)) , par la densité fluide de l'espéce : le nombre de
particules de lI'espéce S par unité de volume.

Fluide homogeéne et polarisabilité moyenne

Si le milieu étudié est un gaz comme l'air, dont la composition moléculaire est
homogene (80% d'azote, 19% oxygéne...), la densité fluide de chaque espéece est

proportionnelle a la densité fluide totale n(?,t) . Le rapport de la densité de
chaque espece a la densité totale est la concentration YS :

ng(7,1)=ysn(7,1)
Nous pouvons alors écrire la somme sur les molécules comme une intégrale :
- _ - - 3>
ZjajG<rj(t))_(zS GSYS)IVVG(”)”(”»ﬁd r
Une polarisabilité moyenne du fluide apparait naturellement comme moyenne des
polarisabilité de chaque espéce, pondérée par la concentration :
0= 250 Y
Nous pouvons alors écrire une somme sur les molécules, comme une intégrale
pondérée par la densité
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Y, 0,G(F,(t))=af, G(F)n(F,1)d’F

4.b Transformée de Fourier de la densité

En utilisant la formule générale ci-dessus, le champ électrique diffusé total peut
alors s'écrire :

k .7’

T oo —ik. 7 (> 3>
¢ ’m"E’iof_”V e “n(7,t)d’ T (2.5)

Le champ électrique diffusé est alors proportionnel a la transformée de Fourier
spatiale de la densité du fluide n(7,7) suivant le vecteur d'onde de diffusion k .
C'est le seul facteur de I'expression du champ électrique diffusé qui dépende
réellement de I'écoulement.

Le volume V, est le volume de diffusion. Il est défini ici comme le croisement du

faisceau incident (zone éclairée par le champ incident) et du faisceau antenne du
détecteur du champ diffusé (le champ de « vision » du détecteur). Ce volume sera
redéfini par la suite a cause de la détection.

4.c Fluctuations de densité et turbulence

L'amplitude du champ électrique diffusé dépend alors de [I'amplitude des
fluctuations a I'échelle de diffusion.

e Pour un gaz au repos, la densité est uniforme. Sa transformée de Fourier
spatiale a k#0 est nulle (la diffusion incohérente est négligée).

e Pour un gaz turbulent, des structures spatiales apparaissent sur une grande
gamme d'échelles. La transformée de Fourier pour ces échelles sera non nulle.

La diffusion collective sur un fluide permet d'obtenir une information sur les

fluctuations du milieu a I'échelle correspond a la longueur de diffusion.
Mélanges inhomogeénes

Remarquons que nous nous sommes placés dans la cas d'un fluide a composition
moléculaire homogéne. Nous pourrions aussi obtenir une diffusion importante par un
mélange non homogeéne de 2 types de molécules a polarisabilité tres différentes,
(par exemple, un jet d'hélium qui se mélange a de I'azote). Méme si la densité totale
varie peut, la diffusion serait due aux variations locales de composition du fluide.

i
= e
Es(r :t):]\;cz(;\‘z r
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3 Detection hetérodyne du signal
de diffusion

Le schéma et les propriétés de la détection hétérodyne, appliqués a la diffusion
collective ont été proposés par E. Holzhauer [Holzhauer1978] et développés par D.
Grésillon [Grésillon1982].

3.1 Détection hétérodyne

1.a Détection homodyne du champ diffusé

La détection homodyne est la détection directe du champ diffusé.
Vecteur de Poynting
Le champ diffusé est détecté par une diode a effet photovoltaique. Le courant de
sortie est proportionnel a la puissance électromagnétique regue sur sa surface, i.e. le
flux du vecteur de Poynting de l'onde a travers la surface D du détecteur. En
notation réelle, il s'écrit :

=]/ —E FtAB (P 1).d°F

En notation complexe, du fait que l'opération est une opération non linéaire, sa
forme est différente. L'expression complexe des champs est :

E(7,0)=¢""E (7,1)

B (7. 1)=e""" B, (7,1)
ot les amplitudes complexes E,(7',7) et B, (7',t) varient sur des temps
beaucoup plus longs que la période du champ 27/m,

Le produit vectoriel des 2 champs s'écrit :
= = 1 . = —im. _,* ‘.t - —im. _,*
ES/\BS:ZI:el(DltEsO+ e l(UltESO]/\I:el(UltBs0+ e lmltBso]
soit :

E AB :—ER(EM/\B) ER(

lZ(DI

E AB,)

Le terme autour de I'harmonique 2®; sera négligé car cette fréquence ne

passera pas le détecteur. En notation complexe, la puissance intégrée sur le
détecteur s'écrit :

= L_, - * = 2>,
_ffD ZMOES(r ’t>/\Bs(r )t)°d r

Puissance d'une onde monomode
Pour une onde électromagnétique monomode, de vecteur d'onde k. , la direction

de propagation est :

=17
k s

N
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Le champ magnétique de londe B, (7',7) est li¢ au champ électrique
E (7' t) par:

B (7 1)=g kAL, (7 1) =g AE (7 1)

Nous placerons le détecteur perpendiculairement a la propagation de l'onde,
E (7’ t)J_h" cette puissance s'écrit simplement :

P =g [ E (7 f a7

Ceci induit dans notre cas :

t)oc‘fffv‘e_izjn(?,t)f?

Cette détection homodyne directe de la lumiére diffusée n'est pas satisfaisante,
car:

e Le champ électrique diffusé est faible, donc cette puissance est trés difficile
a détecter

e La puissance n'est fonction que du module du champ électrique : le signal
ne sera alors fonction que du module de la transformée de Fourier de la
densité. Or une transformée de Fourier est un nombre complexe. L'information
sur sa phase, liée a I'effet Doppler, est perdue.

1.b Faisceau oscillateur local (OL)

Pour éviter ces 2 problemes, une onde de référence intervient. Elle est appelée
oscillateur local (OL). Cette onde bat avec le champ diffusé sur le détecteur. Le
détecteur aura donc a la fois un réle d'antenne pour les 2 ondes et un role de
mélangeur. Une description précise de son principe a été donnée par A. E. Siegman
[Siegman1966].

L'oscillateur local est une onde mono-mode, comme l'onde incidente. Elle est
néanmoins légérement décalée en pulsation par rapport a celle-ci : w_,=w,;+w,,

La modulation w,, est beaucoup plus faible que la pulsation incidente W, (en

fréquence, supérieure au THz ) : l'onde diffusée et lI'onde OL doivent rester
cohérentes.

Cette modulation se retrouve dans le courant de battement en sortie de détecteur.
La pulsation w,, est inférieure a la bande passante de sortie du détecteur w,,

(typiqguement une fréquence de 1 GHz ).

Afin de pouvoir démoduler le signal, cette modulation w,, est aussi choisie
supérieure  au domaine fréquentiel du signal de diffusion fluctuant,

—ik. r —» , . .
Hf e (7,¢)d’F . Comme nous l'avons entrevu en introduction, les

varlatlons fréquentielles de ce signal sont liées au mouvement du fluide par effet
Doppler. Elles sont donc bornées par une fréquence Doppler maximum, rapport de
la vitesse maximum de [I'écoulement et a la longueur d'onde de diffusion

(typiqguement 10 MHz ). La pulsation correspondante est w, .
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Il faut donc w,<w, <w,, et W, Kw,; . Les pulsations sont suffisamment

éloignées pour rendre ceci possible : la fréquence correspondante a w,, est
typiquement de I'ordre de quelques dizaines de mégahertz.

Pour que le battement soit plus efficace que la détection homodyne, I'amplitude de
I'oscillateur local est notablement plus grande que celle du champ électrique diffusé

E,,>(E,) . La limite supérieure est liée a la puissance électromagnétique
maximale que peut supporter le détecteur.

Le faisceau OL est dirigé sur le détecteur suivant la méme direction & ||k et
méme polarisation E,||E’, que l'onde diffusée. Les champs électriques sont
déphasés de ¢,, autemps 0.

Le champ électrique OL sur le détecteur s'écrit alors :

=R ik, P (04w, i+, ]
E()/(r,’t)_e E()l()

La figure suivante montre le schéma de principe :

. v . E
EQ V [a=ta|

\/V : ﬂ ks Détecteur
ol - e

Nous voyons que l'angle entre les faisceaux incident et oscillateur local est aussi
I'angle de diffusion 0 .

1.c Puissance des faisceaux et battement

Le detecteur regoit le battement des champs électriques diffusé ES(?,I) et
oscillateur local EO,( ,t) Le module au carré du champ électrique total s'écrit :

—

E (7 o0)+ E, (7o P=[E, (7 0P+ 2R (E, (77, 0).E,(7 1)+ |E (7, 0)f

La puissance electromagnethue recue se décompose alors en 3 termes (par ordre
décroissant d'intensité):

P, (1)= PO/+P (£)+P(1) :
o« P = . C ﬂ ‘EOZO d’7' estla puissance du faisceau OL, constante.
. S ﬂ E"( ).ES(V,Z))dz?' est le battement entre les
2 ondes.
o P 2M C ﬂ ‘ (7, t)‘2d27' est la puissance du champ diffusée.

Le troisiéme terme, P.(7) , sera négligé devant les 2 termes précédents.

Le terme de battement Pb(t) est celui qui va porter le signal de diffusion qui
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nous intéresse.
1.d Efficacité d'hétérodynage

Si les faisceau OL et diffusé sont en cohérence I'un par rapport a l'autre, alors les
3 termes de puissance suivent la relation :

(P,(1)),=2VP ,(P,(1)),

Mais le battement des 2 ondes peut étre dégradeé : les faisceaux OL et diffusés ne
sont pas parfaitement perpendiculaire a la surface du détecteur, des aberrations
optiques peuvent déformer le s plan d'onde, et la source laser a une longueur de
cohérence finie [Cohen1975, Frehlich1994, Chambers1997].

Pour prendre en compte ces effets, nous introduisons I'efficacité d'hétérodynage
comme le rapport entre la puissance de battement réelle, et celle attendue :

oo (Pl
o2yP, (P,(1)),

L'efficacité d'hétérodynage est évaluée expérimentalement en mesurant les 3
puissances en cause. Elle interviendra dans la suite comme un facteur correctif de la
puissance de battement.

3.2 Battement des ondes OL et diffusée

2.a Expression des champs électriques pour le

battement
L'expression du champ électrique diffusé total est la suivante :
ik .7 .
E(r' t)= e NN E e (7,1 d’7
(= 1T, |

Afin de pouvoir analyser le terme de battement P,,(t) , hous revenons sur

I'approximation champ lointain, pour repasser de la description d'onde plane, en
onde sphérique :

ik .7 k[P =7 ik.F

e ~e e

et
1 1

[— N
!

r' |7 =7

De plus, le volume de diffusion est redeéfini par la fonction de I'amplitude du champ
électrique incident : E,,(7) est une fonction spatiale. Elle est maximale ( E,,, ) au
centre du faisceau. Elle est nulle en dehors du faisceau.

Une intégrale de volume d'une fonction G(7) se réécrit alors comme une
intégrale sur tout l'espace :

WA AE ) I], GEVEF= ][R AG AE(7)G(F)dF

Nous introduisons, comme précédemment, E'io(r) , la valeur du champ
électrique incident aprés changement de polarisation par la diffusion:

E' (F)=i'A(R'AE (7))
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Nous introduisons aussi l'angle de changement de polarisation
0, =1/2—(n' E,) -Alors:

pol —
E'(7)=E;(7)cos0
Si la polarisation du champ initial E,.O(7) est perpendiculaire au plan de diffusion,

la polarisation de I'onde diffusée est la méme : 9],0,20 . Si la polarisation du champ
initial est dans le plan de diffusion, la polarisation du champ diffusé est aussi dans le
plan de diffusion, mais a tourné du méme angle que I'angle de diffusion GP(,IZG

pol

Le champ électrique diffusé peut alors s'écrire :
ki|7 '_7| .

| [ B o) T n(F 1) &

l

(F'1)= 1120(2 e_H i

N2 [P =7

De la méme maniére, le champ électrique de l'oscillateur local est exprimé avec

une amplitude Eom(? '), fonction (réelle) de l'espace, qui décrit le profil spatial du
faisceau :

Eol(;;"t):e E()/()(?')

2.b Battement des champs, loi de
Kirchhoff-Sommerfeld

Nous introduisons ces expressions des champs électriques diffusé et OL, dans
celle du terme de battement P,(f) . Aprés réarrangement des facteurs, et inversion
des 2 intégrations, nous obtenons :

; ik |F =7 . L
_ . MO (0, r+¢,,) i € L 7 A, S = G § N 3>
Pb(t)_m{luOCNkie jff[ikiJ‘ID |7;,_7;| Eo/()(” )e d’r ]-Ei()(”>e n(r,l‘)d r}

Nous remarquons que le facteur entre crochet correspond a la loi de la diffraction
de Kirchhoff-Sommerfeld appliquée a Il'amplitude du champ électrique, hors
variations temporelles, entre les positions 7' et 7

E

—

i[k(zl’;: ’_(wi_‘_wnl)t—'—(pm}

=y ik T o
E(}/k<r>:el . rE()l()<r>

La loi s'applique méme si le sens de la propagation est inversée. En revanche,
I'expression n'est valide que si la surface du détecteur intercepte complétement le

faisceau OL. Nous avons utilisé lI'approximation k, ,=k,=k, .

c = > 2>
KJ]‘DT_HEOM(F )d°F
Le terme de battement s'écrit alors :

_ . MNuTO il t+0,) > i\ =ik, F o=, o\ ik 3.
Pb(t)—%{lme ﬂf E (7)e E'(Fle " n(F,t)d’ 7

—

Eolk(;;):

2.c Profils des faisceaux et du volume de diffusion

Nous introduisons le profil propre a chaque faisceau. Le profil est donné par la
forme spatiale du champ électrique normalisé a sa valeur maximale.

Pour le faisceau OL, I'expression est alors :
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I/l01<l">: E
olM

Pour le faisceau incident, le champ électrique initial Ei0(7) et celui aprés

changement de polarisation, E ',-0(7) ont le méme profil (ils sont proportionnels I'un
a l'autre) :

EO[() (7)

- - 1 ' -
ui<l’):—Ei0(r):E, E i()(r)

iM

Le volume de diffusion sera décrit par «(7) , le profil spatial du croisement des
faisceaux incident et OL :

- 1 - - -
”(”)ZﬁEom( ) E'io(”) (3.1)

'
olM * E iM

S

—

u £, et E;M sont les amplitudes maximales des champs électriques
E' o(7) et E_ (7) quicaractérisent les faisceaux incident et OL.
Il s'exprime aussi simplement en fonction du produit des profils des faisceaux :

—_ —_ —_

u(r):l/t()l(r)ui(r)

Nous remarquons que si les faisceaux se superposent mal, i.e., les valeurs
maximales des champs ne coincident nulle part, la valeur maximale de u(7) est
inférieure a 1 . La fonction profil aura alors un poids d'autant plus faible dans le
signal de battement.

La puissance de battement s'écrit alors :

— . NpTTa ((U Z+(l) —> — 7;._’ 3>
Pb(t)_m{lme ()/M lequ r l rd r} (32)

Cette puissance de battement fait alors apparaitre une transformée de Fourier
spatiale de la densité pondérée par le profil des faisceaux. Cette information est
légérement différente de celle qui apparaissait dans le champ électrique diffusé total,
puisqu'elle dépend aussi du profil du faisceau OL.

3.3 Courant issu de la détection hétérodyne
3.a Effet photovoltaique

Le détecteur fonctionne sur l'effet photovoltaique : Les photons regus induisent un
courant électronique. Il est caractérisé par son efficacité quantique n : Clest la
probabilité qu'un photon recu induise I'émission d'un électron.

Une puissance P,o,(t) recue par le détecteur, correspond au flux de photons
n,,(t) ( hw, estl'énergie d'un photon):

Ce flux photonique induit un flux d'électrons n.(t) dans le détecteur (avec
I'efficacité quantique n ):

n(t)=nn,,(1)=n——P(1

i
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Ce flux électronique correspond & un courant i(z) en sens opposé dans le
détecteur ( g, estla charge de I'électron):

i(t)=qene(t)=qen% (1) (3.3)

1

3.b Courants continu et de battement

Le courant total sortant du détecteur est donc la somme d'un courant continu, d'un
courant de battement, et d'un courant négligeable propre a la puissance du faisceau
diffusé :

itot(t):i,)l—l_ib(t)—l_is(t)

La partie continue est proportionnelle a la puissance du faisceau OL :

l. _ n Qe
ol h(k)l-

P

ol

En utilisant la relation entre les constantes physiques, C’ goMo=1 , etla propriété

_2nC

wf—ﬁ , le courant de battement par le détecteur est donc :

i ()= (20t = B Ot ([ (7Y (7, 1) e R ) (25

h olM *

Ce signal aura pour largeur spectrale, la pulsation Doppler maximale w,, . Il est
modulé a la fréquence w,,>w, . Le domaine fréquentiel du signal est donc
[w,, —w,,w,+w,]| , quiest disjoint de celui du signal continu.

Efficacité d'hétérodynage évaluée par les courants
L'efficacité d'hétérodynage peut plus facilement étre évalué expérimentalement a
partir de la mesure des courants associés a chaque terme de la puissance recue par
le détecteur. Il faut cependant se rappeler que seule la moitié de la puissance de
battement induit un courant dans le détecteur :

0. =Sl
i),

3.4 Le signal de diffusion collective

4.a Définition du signal de diffusion collective

C'est la transformée de Fourier de la densité suivant & (pondérée par le profil)
que nous appellerons par la suite signal de diffusion. Nous la noterons s(k,7) :

stk )= u(F)e ™ T u(7,1)d'F (3.5)

Macroscopique et microscopique
Nous pouvons revenir a une description microscopique du fluide, en exprimant la
densité par une somme de distributions ponctuelles sur tous les diffuseurs :
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=Y, 8(7F—7,(1)

Le signal de diffusion s'écrit alors :

s(R,0)=2 ulF(n)e (3.6)

J

Volume ou profil
Cette derniére expression se rapproche de l'expression vue en introduction :

s(%,t):z_cv e_ik'?"(t)

J

Le volume V. est remplacé par la fonction profil «(7) .

4.b Gaz incohérent
Nous avons vu dans lintroduction, que dans le cas ou le signal s'exprimait
—ik r (1)
s(k,t)zzj
- 2
(s (k. 0~ N,

Nous allons effectuer le méme calcul avec I'expression du signal de diffusion
fonction du profil du volume. Nous devons néanmoins conserver la description
microscopique de la densité : la description macroscopique ne peut pas rendre
compte de la nature incohérente du gaz.

- N —ik.7,
s(E,0)=2 u(7)(1)e )

Dans I'évaluation de la variance du signal, les termes croisés sont nuls pour un
gaz incohérent :

Ik 0P = 3wl () ulF(e)e 0= =37

Nous pouvons alors revenir a une description macroscopique contlnue :

<|Skt|> fﬂu n(7,t)d’7

La répartition spatiale moyenne des diffuseurs est homogeéne :

s (&, )y, =) [[f w(FPd7=(n)V (3.7)

Le volume de diffusion V, qui compte pour I'expression de la variance est mesuré
par l'intégrale du carré du profil :

v=[f u@yra’s (3.8)

Le volume est l'intégrale du carré du profil, et non simplement l'intégrale du profil
lui-méme. C'est lié au fait que le signal de diffusion est une transformée de Fourier
spatiale.

4.c Facteur de forme statique

Comme dans le premier chapitre, le facteur de forme statique sera défini comme
le rapport de la variance du signal de diffusion a sa valeur prise pour un gaz
incohérent :

, la variance du signal pour un gaz incohérent s'écrit :
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3.5 Démodulation du courant du détecteur

Le courant de battement contient donc le signal de diffusion, modulé a la
fréquence w,, :

i (1)=CsteR[e" " 5(%,1)]
Le but de la démodulation est de récupérer l'information complexe du signal
s(%,t) .
Pour démoduler, il suffit de multiplier le signal avec un signal de référence a la
fréquence de modulation :
x(t)=i,(t)cos(w, 1)
soit :
Cste
x(1)= 1
Le développement de I'expression fait apparaitre 2 termes :

x(t)= C;te %[ei@”’s(%, )]+ C;te R [ei(z‘*’mfﬂpm)s(%’ o]

s(k,t)+e

[ei(uomt—Hpm) (—’ —i(w, t+¢,) S* (7% , t)][ei u)mt_}_e

—i (Dmf]

Comme la fréquence de modulation a été choisie plus grande que la largeur
spectrale du signal s(%, t) ( w,>w, ), les gammes fréquentielles des 2 termes
sont distinctes : [0, w,] pour le premier, et [2w,—w,;2w,+w,] pour le
second. |l est possible par un filtre passe-bas a la pulsation w, de ne conserver
que le premier terme :

__ Cste

x, (== Re' " s(k,1)]

Il manque alors l'information sur la partie imaginaire du signal. Elle peut étre
récupérée en opérant en paralléle, la démodulation du signal par un second signal
de a la fréquence de référence, et en quadrature de phase par rapport au premier :

y (t>:ib(t>8in(w177t)
Un calcul similaire aboutit a I'expression :

B Cste

y(1)=—=SE 36 s (k, )]+ SES [ s (], 1)

Nous appliguons de méme, un filtre passe-bas a la fréquence w,, :

yr()==53[""s(k, 1)]

2

La combinaison des 2 signaux permet de reconstruire le signal de diffusion a une
phase constante pres :

7 (P, .
s(k,t)oce ""[x,(t) =iy, (t)]
Ce schéma de démodulation du signal est appelée démodulation « 1Q ». Le « | »
fait référence au signal, le « Q », a sa quadrature.
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4 Spectre du signal de diffusion
collective

Afin de mieux maitriser la divergence naturelle des faisceaux, et donc la forme des
profils, nous utilisons des ondes mono-mode transverse. Le mode choisi est le mode
fondamental, appelé TEMqy, qui correspond a une forme de faisceau gaussien.

Nous introduirons un premier temps une forme gaussienne pour les profils des
faisceaux et verrons les conséquences pour le signal de diffusion collective. Nous
verrons aussi quelles conséquences cela induit sur la résolution en nombre d'onde
de la diffusion collective.

Dans une seconde partie, nous étudierons de maniére plus approfondie, les
propriétés des faisceaux gaussiens.

4.1 Profils gaussiens et volume de diffusion

1.a Le faisceau gaussien

Le faisceau gaussien est caractérisé par sa taille, w . La taille sera la méme pour
les faisceaux incident et OL. Nous négligerons dans cette section la divergence
naturelle des faisceaux dans la zone de mesure (la taille reste la méme le long des
faisceaux).

Pour un faisceau gaussien, centré sur I'axe x et de taille w , la fonction profil ne
dépend que de y et 7
(20 S2)/ 2
MX<X,y,Z):€ (y*+ 2%)Iw
Le champ électrique s'écrit alors :
> (k. x—w t) = v ilkx—ot) —(v+)w =~
Ex(l",t):el( w0 )Exo(r):el( KOs )e (y+ 2w E
La puissance du faisceau est donnée par une intégration sur une surface
perpendiculaire a la propagation :
N +00; —» N 2
P (t=—— E (7',¢t) dydz

Son expression peut étre intégrée :
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Px<t ZM fof+oo y +Z /W d dZ
0
soit
P (1)= Z;ZC EiM fi: e_zyzlwzdy fi: e 222/w2dz

Nous introduisons ici la notion de longueur intégrale définie pour toute fonction
G(y) intégrable par :

f Gy
max
Une Iongueur intégrale apparait pour chaque axe de la gaussienne (
o 207
f_oo dy=V2mn0 )

lW:f e v dy=+2n%
— 0 2
La puissance du faisceau s'écrit :

_2 N 2
PX(t)_lW2MOCEXM

soit :

nw? N
4u,C

Px<t): E)sz

1.b Profil du volume de diffusion

Pour notre situation, les faisceaux incident et OL sont des faisceaux gaussiens de
taille w se croisant sous un angle 0 . Nous choisissons la géométrie montrée sur
le schéma ci-dessous :

Les profils des 2 faisceaux s'écrivent alors :

u,(x, y, Z):e—[(ycosG/Z—xsin6/2)2+ 2w’

MO/()C, v, Z)Ze—[(ycosE)/2+ xsin0/2 )+ 2°])/w’

Nous nous limiterons au cas de la diffusion vers l'avant : L'angle 0 de diffusion
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est petit. Le profil du volume global s'écrit alors :
— X" 0712w =2y w227 Iw’
ul(x,y,z)=ulx,y, z)u,(x,y z)=e (4.1)

Le volume a donc une forme gaussienne.
Le volume de diffusion V', ,tel qu'il intervient pour le calcul de la variance du

signal vu dans la fin du chapitre précédent :
V=[llu(7)Yd7
s'exprime alors :
202y 2 4G22 42702
VS:fe x 0 /w dxfe 4y Iw dyfe 4z7w dz

soit :

JT w’
Vi=="l0 (4.2)

La longueur intégrale transverse (suivant y et z )estalors:
~VTTW

L -

trans - 2

La longueur intégrale longitudinale est :
VW

long— 0
La forme du volume de diffusion est donc d'autant plus allongée que 0 est petit.

.'.."l

Illllllll.ll‘.l

IIIIIII‘IIIIIIIIIIII|
1

|

trans

< > Ly

Expérimentalement, la longueur de croisement des faisceaux (suivant x ) est
souvent plus longue que la zone ou a lieu la turbulence. Nous remplagons alors la

[ =" par la longueur caractéristique de croisement

long

longueur caractéristique
avec la turbulence : L,,, pour définir un volume de turbulence :
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Tw’
L

turb — 4 turb

Vv (4.3)

Comme le signal provenant du gaz a I'équilibre est négligeable, nous supposerons
que le volume de diffusion est ce volume de turbulence.

1.c Amplitude des champs électriques
le courant de battement issu du détecteur a la forme

ib<l‘>:5R iﬁSOGZ]ane E" E ,iMei(m,,,z+q),,,)ﬂ“J‘ u(?)n(?,t)e_i%}d%"

olM *
La forme gaussienne des faisceaux permet de relier le facteur comportant
I'amplitude des champs E;M E 'y ala puissance des faisceaux.
Les faisceaux OL et diffusé ont la méme polarisation linéaire :
Eo-E'=E mE "y
Le faisceau OL est un faisceau gaussien de taille w :
_ [ 4uC
olM — m ol

Le champ électrique E';,, dépend de la polarisation du faisceau incident par
rapport au plan de diffusion :

! J—

E', =E., cosO
Le faisceau incident est lui aussi gaussien, de méme taille w :
4u,C
E'iM:\/ ~— P.cosH

La courant de battement s'exprime alors :

lb<l‘>:m(l EGOANENY, 4M0C COSGWI\/ P () NE J‘J‘f 7 _, _’]_C.'Fd:%;.’

pol

pol

h nw' N

4.2 Spectre du signal et résolution

Le volume fini de diffusion a pour conséquence une résolution finie, non absolue
du signal de diffusion [Holzhauer1978].

2.a Transformée de Fourier du profil

le signal de diffusion est la transformée de Fourier du produit de la densité par le
profil :

s(k, 1) fffu n(7,t)d’7

La transformée de Fourier d'un produit est le produit de convolution des
transformées de Fourier.

s(k,t)=u*n(k,t)
Le produit de convolution s'exprime par :

s(k, t)=g= [l u(k=k")n(k',1)d’k’
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ou n(%t) est la transformée de Fourier spatiale de la densité (sans limite de
volume)

n(k,t) fffe" (7,0)d’°F

u(l_é) est la transformée de Fourier spatiale du profil :

0= fl] u(r)e

La transformee de Fourier d'une gaussienne est :
2 2. )
J«e x /20 e lkxdx: /2150’6 k"o°/2

On remarque que l'écart type en nombre d'onde est linverse de I'écart type
spatial: o,=1/0 .

La transformée de Fourier du profil du volume s'exprime :

200w —k2w 20—k w 18—k w8

ulk, &, k)= 120 W ke TR
roynR 40

2.b Résolution en nombre d'onde

Comme s(% t) est le produit de convolution de la densité par le profil du volume
de diffusion, u(%) détermine la résolution en nombre d'onde du signal.

Pour la variance du signal (comme pour le spectre ou l'autocorrélation), c'est le
carré du signal de diffusion qui intervient. C'est a priori le carré de la transformée de
Fourier du profil qui intervient : u(%)z . Mais les termes croisés dans I'élévation au
carré du signal peuvent induire un décalage par rapport a cette loi.

Mode unique
Prenons un signal de diffusion ne contenant qu'un seul mode de vecteur d'onde
k, et de pulsation W, et d'amplitude n,

( ) n1\/2§R( k 7— wt))

Le signal de diffusion s"écrit alors
. k —k . 262 2 2 . k —k _2 2 2
(k l_) \/_J-el( 0x x)'x X / w dxfel( Oy y)y y /W dy

jei(kOZ—kz)z—Zzzlwdee—imot

22 2 . 2 2
J- i(ky+k )x—x*0"/2w dxfez(k0y+ky)y—2y Iw dy

f o (ko + kz)z—Zzzlw2 27 f ot

dze

—_ —_

Si on choisit k£ proche de k, ,le second terme sera négligeable.

0 H

Le premier terme s'intégre :

N noww = (ko =k 1267 = (Ko, =k P18 =W (o, =k J I8 iyt

2 20 ©
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La variance du signal s'obtient aisément

| - |2 W Ak —k 10T —w (kg =k 14 —w (kg — k)14
Us(k,t) )= e Te

2 20
soit

-

sk, 0F), =5 u(®y

La fonction d'appareil u(ié)2 apparait clairement.

Modes non corrélés spatialement

Si le signal contient plusieurs modes, I'étape non linéaire est le passage du signal
a son module au carré. La variance pourra s'écrire comme la somme des variances
de chaque mode, a condition que chaque mode soit dé-corrélé des autres. C'est le
cas si tous les modes présents ont des fréquences différentes. En revanche, ce n'est
plus le cas si plusieurs modes a méme fréquence, mais des vecteurs d'onde
proches, mais différents coexistent, avec des phases corrélées.

Modes gaussien localisé
Pour créer un m*ode a une fréquence déterminée Wo , mais élargie en nombre

d'onde autour de k, de largeur 9« , nous considérons un mode spatialement limité

- A (k. 7—w,t)| —r*cll2
”(r,t)anx/ZiR(el( o ))e "o
Le signal s'obtient par transformée de Fourier d'une Gaussienne :
_(kox_kx)z _(k()y_ky)z _(koz_k;)z

> 4 4
(2%)3 2(%+ o) 2(?+ oy) 2(F+ o)
;€ C ©

—iw,t

S(k,t):\/g (ez

4
—t 0?)(—2+ Oi)
w w

La variance de ce signal s'écrit :

4 4
3 L+ —+ —+
(23-[:) W Oy W Oy W Oy

2

- 2 nl

<|S(k’t)| >t:_ )

2 (Ch o) (e o)

2 0-k 2 Ok
w w

Dans ce cas, la variance en nombre d'onde due a l'effet d'appareil s'ajoute a la

moitié de la variance du mode lui-méme.

Si le mode n'est pas localisé au centre du volume mais en 1,

. — (k- _(F=F P12
n(r,t):nlx/ZiR(el( o’ wot))e (F=ro
Le signal est alors corrigé par une phase et une atténuation :
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0’ 2 4 2 2
- n, (271;)3 2(_2+ Gk) 2(_2"' k) 2(—+ Uk) —iw,t
s(k, t):ﬁ - ~e ¢ e
0 2 2
(_2+ Gk)(_2+ Gk)
w
W20 W202 W202
el(kox_k,\)xo 2 ke l(kOy_ y)yOWZO_f_:A‘. l(k()z_k )ZO 2011:_:4
—XSOZ 0 _ygolf 4 %09 4
e 2 wo+0’ 2 wo+4 2 woi+4
La dépendance en k du module du signal reste la méme : I'effet d'appareil reste

inchangeé.
Résolution en nombre d'onde
Pour tous les cas ou la fonction d'appareil est bien u(7€)2 , la résolution sera
définie comme I'écart type de cette fonction d'appareil. Pour cet écart, la fonction
d'appareil est réduit d'un facteur ¢ "? .

La résolution longitudinale (suivant x ) est quasi absolue, puisque le volume est
long dans cette direction :

dk =—9_
T2
Si nous prenons en compte la longueur de la turbulence elle-méme :
_ A=
dk,——\/—
Lturb 2
La résolution transverse (suivant y ou z ) est moins négligeable :
dk,zﬁ
w
Elle prend plus de sens physique en résolution relative a £ :
dk,_ \/5 Y
k  kw \/Eﬂ:w

On remarque que la résolution transverse est directement liée a la divergence des
faisceaux dans la zone de mesure 9,

9
0,=—
Tw
et a I'angle de diffusion O :
_}\‘i
0=
soit :
dk, 0, 4d

Plus I'angle de diffusion O , sera proche de la limite de diffraction 0, . plus la
résolution sera détériorée.
Nous verrons que, pour certains montages, la résolution relative peut atteindre des
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niveaux de l'ordre de 10% au petits nombres d'onde de diffusion % . Il est parfois
utile, pour un méme montage de choisir des plus grands k& pour améliorer la
résolution relative.
Dé-convolution de I'effet de résolution finie en nombre d'onde
Si la forme du spectre en vecteurs d'onde et fréquences des fluctuations peut étre
en partie connue, il est envisageable de reconstruire ce spectre a partir du signal de
diffusion collective en déconvoluant I'effet d'appareil [Jordan2012].

4.3 Spectre fréequentiel

La diffusion s'exprime comme une transformées de Fourier spatiale de la densité.
Nous allons en voir les propriétés
Spectre fréquentiel du signal de diffusion
Le principal champ spatial que nous étudions est la densité moléculaire n(7,¢) .
Par nature, la diffusion introduit la transformée de Fourier spatiale sur un volume
fini V,

s(E0=[], n(7.00e 7 d*r

C'est sur ce signal temporel que nous allons appliquer l'analyse spectrale. Sa
transformée de Fourier temporelle s'écrit alors :

7 _ 7 it
sprlk,0)=] s(k,t)e’ dt
Le spectre associé a la diffusion sera normalisé par le nombre de diffuseurs :

. 1 - 2
S<k100> V. Tlim <|SVT(k’(D>| >T

Comme nous l'avons vu dans le chapitre introductif sur la diffusion, pour un gaz
incohérent, nous avons :

g 2
(s, 0 =(n)v,
Par la formule de Parseval, ceci implique, pour un gaz incohérent toujours :
=1
f S k o) 2

Spectre spatial de la densité
Plus généralement, indépendamment du volume fini de diffusion V., , le spectre

de ladensité S, (k,w) s'écrit:

- 2
Sk o) lim 557 Jim gk o) 9

ou nVT(k, ) estla transformée de Fourier spatiale et temporelle de la densité :

n(k,0)=[ JIf n ERA S

4.4 Spectre frequentiel du courant du
détecteur
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4.a Spectre du courant

Nous allons évaluer le spectre du courant de battement i,(7)
me oM,y Ng, 4u,C cosd

i (t)=R{i—— m—r vl JP P &' s (R, 1))
soit
4 C §) + rs (o r+ 7
ib(t):insoo;nhynqe Monwczoj\sf pOl\/TP()Z e[(()f o) (k,t) (w,1+¢,) (—k,t)}

car le complexe conjugué de s(% t) est:

kt ﬂfu (7,1)d’ F=s(— %,t)

La transformee de Fourler temporelle des 2 termes dépendant du temps entre
crochet s'écrivent :

fT ! (7 1) dr=e M s(F L o w,)

f e O (—75,t)eiwtdt:e_lq)’”s(—%,m—u)m)
La transformée de Fourier temporelle du courant de battement est alors

4 6 - - -
()= T A o5 s o )= Ps(F w0,

Le spectre correspondant s'exprime alors :

2( 4w, C cos0
Ib((o)=<n>VV TE, AN, NG, u,C cos

2h ntw N
Comme nous l'avons vu, le signal de diffusion s(k,7) a une largeur spectrale
limitée a w, (avec w,<K<w,, ). Pour des pulsations w dans lintervalle

2 — —
l’"l) PiPOI[S<k’(Dm+(D)+ S(k,(l)m_(l))]

[w,,—w,;w,+w,] qui nous intéressera, la valeur de S(k,w +w) est
négligeable. Le spectre du courant i,(7) se réduité un terme :

J-EEOO(T]HT]qe ’ 4MOCCOSGpol
2

1 = V
b((D> <n>V s 2h aw' N

4.b Effet de volume fini

Le spectre du signal de diffusion S(k oo) dépend du volume de diffusion V|
differe de S (k w) , le spectre de n(k t) sur tout I'espace. Nous supposerons

P, P S(k w, —w)

ol

néanmoins dans la suite que le spectre de la densité Sn(k, w) varie peu a I'échelle

de la résolution spectrale dk propre au volume de diffusion V', . Dans cette limite,
le spectre du signal de diffusion s'identifie a le spectre de la densité :

S(k,w)~S (k,w)
Le spectre du courant s'écrit alors :
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TELOMNLNY, 4u0CcosE) o -
Ib(w):<n>Verb s Po/ S (k,(l)m_(l)>
2h nw' N
Nous nous limitons au volume de la turbulence :
yo=mwy

turb — 4 turb

Le spectre du courant de battement est :
wro | TE N NY,
Ib(w):<n>vm 4 d - 2

2h
Aprés simplification :

4M0CCOSG

nw' N

2
Tw L pol

P P .S (k,(x)m—o))

ol

J-l:Lturb<n>V azn?{nzqicosza
]b<w>: }I;;CQNZ 2 P P(}l S (k,(l)m_(l)) (46)
w

4.5 Rapport signal sur bruit du courant

5.a Bruit photonique du détecteur

Le détecteur est a l'origine d'un bruit qualifié de bruit photonique, qui se comporte
comme un bruit de grenaille en électronique, tel que décrit par J. Sheffield
[Sheffield1975].

Pendant une période de temps arbitraire 7' , le nombre moyen d'électrons émis
par le détecteur est :
(N (1)),=T(n,(1)),=T 2P,

o,

1

L'émission des électrons par le détecteur suit un processus de Poisson : le temps
d'émission de chaque électron est indépendant des autres. Ce nombre N,(¢)
fluctue au cours du temps, et sa variance est égale a sa moyenne:

O-?V4:<Ne(l->>7"
donc la variance du flux d'électrons s'écrit :
2 1
O-n(‘_F<Ne(t)>T
Pour le courant issu du détecteur, i(z‘):qe ne(t) , la variance s'écrit :

2 2
24, 1 N9,
o, =—(N \t));==
i T2 e( )>T T h(l)l. ol
Par la relation de Parseval, cette variance correspond a la densité spectral du bruit

In(f) intégrée sur les fréquences plus petites que 5T (la variable aléatoire a été

moyennée sur un temps 7T ). Comme les événements (émissions des électrons)
sont non corrélés dans le temps, ce bruit est blanc, indépendant de la fréquence,

In(f):I
1/2T
0 f 1/2T ndf_ [n
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Le spectre du bruit blanc, indépendantde f , s'écrit :

2
[ =To'="ep

Ao

1

Le bruit photonique sur le courant de sortie du détecteur est proportionnel a la
puissance du faisceau OL.

Puissance du bruit photonique
D'un point de vue pratique, les détecteurs ne supporte qu'une puissance
lumineuse de l'ordre du milliwatt : P,,=1mW . Pour une source de longueur d'onde

N\,=0,514 um | le bruit photonique est donc de :

1,=332 107" A’/ Hz
Sur une largeur spectrale A f=1kHz et appliquée sur une résistance
R,=50€) | le bruit photonique du courant produit une puissance P

4.7)

ol

P:RilnA f
soit :
P=1,66 107 "W

Ce niveau est détectable aprés amplification par un pré-ampli faible bruit.
5.b Rapport signal sur bruit et spectre de la densité
Le spectre du courant de battement est :
nL,,(n), a’nn’q,cos’0
b(w): hZCZNZWZ

la dynamique du signal s'écrit alors ( hwl:hN%’_ ) :

- PiP()l Sn(l_g’ (Dm_(D)

I (w) wL,,(n), o’n,mcos’0 .
b( ): b Vi . H . pol Pi Sn<k, (Dm—(x)) (48)
]n hCN )\,iW

En inversant la formule, nous pouvons alors exprimer la spectre de la densité
moléculaire en fonction du rapport signal sur bruit :

. hC N hw? I
Sl/l(k’(Din_(D): ZW b<m)

2.2 2
J-El‘turb<’/l>Vm,,,O(’ anCOS epol Pi I”

L'intérét du rapport signal sur bruit est que celui est maintenu tout au long de la
chaine électronique, tant que le bruit de grenaille du détecteur domine les autres
bruits (essentiellement le bruit thermique du premier ampli). Nous choisirons donc la
puissance de I'OL suffisante pour que le bruit photonique dépasse ce bruit
thermique.

5.c Rapport signal sur bruit pour un gaz incohérent

Quelle est la sensibilité typique de l'instrument ? Quelle puissance de faisceau
faut-il pour détecter les fluctuations les plus faibles ?

Nous considérerons l'air, dans les conditions normales de température et de
pression. Les fluctuations les plus faibles sont celles d'un gaz incohérent.
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Rappelons, que pour un gaz incohérent, les fluctuations moyennes sont :

- 2
sk, 0 =n)v,

Par la formule de Parseval, ceci implique, pour le spectre :
| s(k, far=1

Le rapport du signal intégré sur toutes les fréquences sur le bruit par fréquence est
alors :

f_w Ib,inc(f)df_nLinC<n>V ,,,,, b aznilncoszepol P
In hCN3W27\, i

La polarisation des faisceaux est choisie perpendiculaire au plan de diffusion pour
optimiser la diffusion :

cos0 =1

Dans les conditions normales de température et de pression, l'air a pour densité
moléculaire :

(n)y, =2,710"m"
Pour I'air, la polarisabilité est :
x . =2,07 107" m’

Considérons une source laser visible (le visible est plus favorable a l'infrarouge) de
puissance continue d'un Watt. La taille des faisceaux est de I'ordre du millimétre :

h=0,514 ym P=1Watt w=1mm

L'efficacité quantique du détecteur est de l'ordre de 50% : n=0,5 , l'efficacité
d'hétérodynage est considérée optimale : M, =1 .

Nous supposons un angle de diffusion 6=10mrad -

}\‘i
A=-5=50 um

La longueur d'air traversée par le volume de diffusion est alors :
W

Linc_ 0

Le rapport du signal intégré sur tout le spectre, sur le bruit par fréquence vaut :

[0, df

n

Nous verrons dans le chapitre suivant que la largeur fréquentielle typique de le
spectre est donnée par l'effet Doppler :

=18cm

=32 10" Hz

A F_ uthair
A

Dans les conditions standard, la vitesse thermique est u,,,, =406 ms_ ' la largeur
fréquentielle est alors :

A f=8,0 10°Hz

La rapport signal sur bruit sur I'ensemble du spectre pour un gaz incohérent est
alors en moyenne trés faible :
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+00

J‘,OO Ib,inclh(f)df
I Af

Pour pouvoir observer la diffusion incohérente de [l'air dans les conditions
ambiantes, il faut une source laser de puissance tres importante.

5.d Rapport signal sur bruit pour une onde sonore

Si la détection de la diffusion incohérente est difficile, la détection d'une onde
sonore générée par un piézoélectrique est beaucoup plus aisé. Si la source sonore
est étalonnée, elle permet de vérifier la réponse du systéme [Tsikata2010].

Onde acoustique étalonnée

Nous utilisons un piézoélectrique comme source d'onde sonore alimentée a la

pulsation_®a . La surface vibrante du piézoélectrique une onde sonore de vecteur

d'onde k, . Sa direction est normale a la surface vibrante, et le nombre d'onde est

=410

ac

k.= -~ Ou ¢, est la vitesse du son dans le milieu. L'amplitude maximale du

N

déplacement de la surface vibrante a, doit étre connue. Pour une propagation
dans l'air a la densit¢ moyenne (n), , la variance des fluctuations de densité
associée est donnée par :

1 aacwac<n> ?
(), =5|

ac C

N
L'onde sonore ne couvre pas toute la longueur du volume de diffusion, mais
seulement la longueur L,

Rapport signal sur bruit attendu

Comme le signal de signal de diffusion est une transformée de Fourier spatial de
la densité et que I'onde sonore est un mode de Fourier, le signal sera sensible a
cette onde si le vecteur d'onde de diffusion correspond au vecteur d'onde de l'onde

sonore: k=k, .

Si les 2 vecteurs d'onde coincident bien, la variance du signal de diffusion est la
somme du terme incohérent, et la variance propre a I'onde sonore.

stk 0)F )= (n)y v+, Ve,

Le volume occupé par le son V. est défini par le profil u(7) , limité dans le
sens de sa longueur, au diamétre de I'onde sonore L_,. . Ce volume aura pour les 2

, : _y 1g
dimensions transverses, la longueur intégrale W\/g . Le volume est alors :

2
_ww L,

V
ac 2
Le volume est calculé a partirde u(7) etnonde u(7)

L'amplitude de l'onde sonore sera suffisamment grande pour que le terme
incohérent soit négligeable. La partie principale de la puissance spectrale du signal
de diffusion se retrouvera autour la fréquence de celle-ci Nous intégrons sur une

largeur A f , plus large que la source de I'onde sonore :
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furbfI2 (ne)y Ve
ff,u.—Affz Sk, f)df = {n)y V,

le rapport signal sur bruit attendu autour de la fréquence de l'onde sonore
(modulée a la fréquence de modulation du systéme hétérodyne [, ):
FutAf12
ffm,—Af/Z Ib,ac(fm_f)df_ nLl.nc(n)‘,maznilncoszBPOZ b <niC>VMViC
1, hC N’ w’ ), i <n>vl\_VS

Comparé au signal incohérent, ce rapport signal sur bruit est donc :
Jvfm.+Af/2 ©

i amn loa L= L) [0, (F)df (k) VY

— oo = b,inc

1 1 <n>V\_Vs

n n

ac

Si on considére un piézoélectrique excité a la fréquence f,=332kHz , avec

. —10 . N —
une amplitude de mouvement a,=11.5 10" "m sur un diamétre de L,=5cm ,
la variance des fluctuations propre a I'onde générée est de :

1 aacwac<n> 2
<n2c>vm:5(. Ve

40 -6
=1910"m
C.
S

Nous allons estimer la puissance sonore de cette onde. Comme I'amplitude de la
vitesse est a, w,. , I'énergie totale (cinétique et de pression) moyennée dans le
temps par unité de volume est :

E,._1 2 2

ac

V = 5 pair aac (Dac

ac

Comme l'onde se propage a la vitesse ¢, , lintensité acoustique I, (la
puissance sonore par unité de surface) correspondant a cette onde est donnée par :
P E 1
—  ac _ ac __ 2 2
IaC_A - S V _Eaacmaczs
ac ac

ou apparait Z,=p,. ¢, , limpédance sonore de l'air ( Z,=428kg m s ' dans les
conditions standard).
La puissance par unité de surface est ici de :

P
Se=12107 Wm™

ac

C'est équivalent a un niveau acoustique de 90dB . La référence est le seuil
d'audibilité, pour une fréquence dans la gamme audible, a 10" wWm™? .

Nous considérons une source laser infrarouge de puissance continue d'un Watt.
La taille des faisceaux est de l'ordre de quelques millimeétres : A,=10,6 um

P.=1Watt w=6mm

L'efficacité quantique du détecteur est de l'ordre de 50% : n=0,5 , l'efficacité
d'hétérodynage est considérée optimale : n,=1 .

Nous supposons un angle de diffusion ©=10mrad . La longueur d'onde de
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diffusion correspond a celle de I'onde sonore :
— i
A= 5 1 mm

La longueur d'air traversée par le volume de diffusion est alors :
W TT

L,="5"=108m

Le facteur correctif du rapport signal sur bruit, par rapport au signal incohérent
pour cette méme source est alors :

<niC>Vw chlc _ <l’lic >Vm_ T W2 ch
<n>VS Vs <}’l >VS 2 Linc

Le rapport signal sur le niveau de bruit est donc beaucoup fort que pour le gaz
incohérent :

S L fum fu 1)
I

n

=2 10°

=510" Hz

L'effet est d'autant plus favorable que sa largeur fréquentielle est trés étroite. On
peut se limiter a la largeur de bande A f=1kHz . Le rapport signal sur bruit pour
une onde sonore est alors de I'ordre de :

S 0 f = 1)df
InAf

Ce niveau de rapport signal sur bruit est largement suffisant pour mesurer le signal
propre a I'onde sonore

=510
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5 Montage laser de diffusion
collective

Cette partie développe les montages optiques et électroniques a mettre en ceuvre
pour I'observation de la turbulence de I'air par diffusion collective.

5.1 Schéma général

1.a Choix de la source

Le choix du montage optique va dépendre des échelles de turbulence que nous
cherchons a observer.

Pour un écoulement de laboratoire, les échelles turbulentes d'un écoulement, vont
typiqguement du centimétre (taille des plus gros tourbillons), a la dizaine de microns
(échelle de Kolmogorov). Comme nous l'avons vu, la diffusion Rayleigh est plus
favorable pour des sources a longueur d'onde courte. La longueur d'onde de
diffusion \ est liée a la longueur de la source A, par lI'angle de diffusion :

1
= 25sin(0/2) ?\i

Pour atteindre cette gamme d'échelle, il est donc préférable d'utiliser une petite

longueur d'onde incidente A, , et de travailler en diffusion vers l'avant (angle de

diffusion O petit). Néanmoins, du fait de la diffraction naturelle des faisceaux, I'angle
de diffusion ne peut arbitrairement petit.

Pour couvrir quasiment toute la gamme d'échelles envisagée, nous devons utiliser
2 montages avec des sources de longueur d'onde différentes: l'une sera dans
l'infrarouge lointain, a pour les plus grandes échelles, I'autre dans le visible, pour les
plus petites échelles.

1.b Description générale
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Dans les 2 cas, la source est un laser continu. Le faisceau oscillateur local (OL)
est obtenu en utilisant un modulateur acousto-optique, alimenté par un signal issu
d'un quartz.

L'angle de diffusion est contrélé par des systemes composeés d'une lentille de
focalisation et d'un périscope monté sur un rotateur.

Les détecteurs sont photovoltaiques. Un té de polarisation est placé derriere pour
séparer le signal continu, du signal de battement. Le signal de battement est amplifié
par un pré-ampli, avant d'étre démodulé par une association de diviseurs, de
mélangeurs, de filtres et d'ampli.

Le schéma général est montré ci-dessous. Les paragraphes suivants détaillent la
description des principaux composants.

Les photos qui I'accompagnent montrent un montage en lumiere visible.

5.2 Montage optique

La photo qui suit montre le montage optique en lumiére visible.
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Détecteur

Miroirs de
renvoi

Jet d'air
turbulent
Lentille de
focalisation
Oscillateur local
Rotateur
Modulateur
acousto-optique
Laser a

| — - pr rgon ionisé
@\_,,:__ = . .- argo onise
A. Kharchenko

2.a Source laser
Les 2 sources utilisées sont alors : un laser continu infrarouge lointain, a CO; (
A\,=10,6 um ) et un laser continu visible, a argon ionisé ( \,=0,514 pm ),

Le fonctionnement des sources est continu afin de pouvoir suivre la dynamique du
signal de diffusion. Les puissances de faisceau lumineux nécessaires pour la
diffusion est de I'ordre du watt.
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2.b Modulateur acousto-optique

Source Sortie d
Miroir Miroir pour le éf ﬁé)rele ©
pour I'OL primaire m optique

Modulateur
acousto-optique

Afin de créer le faisceau oscillateur local avec un décalage fréquentiel, nous
utilisons un modulateur acousto-optique. Il fonctionne sous le principe de Ila
diffraction d'une onde électromagnétique par une onde sonore dans un solide
[Sapriel1976,Yariv2003, Yariv2007, Jonathan2008].

Diffusion de Bragg

Les effets de I'onde acoustique sont décrites par un développement au premier
ordre de la perturbation provoquée par cette onde. Toute grandeur v sera écrite :

v(x,t)=v,+v,(x,t) et V,=max(v,)

-

Un onde électromagnétique monomode (vecteur d'onde k., , pulsation w, ,

—

amplitude E ) traverse un cristal transparent pour elle, d'indice optique N, ,
avec une incidence quasi normale. Une onde acoustique est produite dans ce cristal
par un transducteur piézoélectrique excité a la pulsation w,, . L'onde progressive

se propage avec le vecteur le vecteur d'onde k . Elle génére une onde de l'indice

optique pour l'onde électromagnétique incidente d'amplitude N, ( N, <N, ). Ces

variations d'indices vont diffracter le faisceau initial. Le faisceau lumineux sera traité
comme une onde plane, tant que sa taille transverse contient plusieurs longueurs
d'onde de l'onde acoustique. L est la largeur, et [ est I'épaisseur sur lesquelles
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I'interaction entre la lumiére et I'onde acoustique a lieu.
La nature de la diffraction dépend de la longueur traversée. La condition va
dépendre du paramétre sans dimension Q :
_ kL
- N()ki
L'intensité de la diffraction dépend de l'intensité des variations d'indice. Elle va
s'exprimer a travers le paramétre sans dimension V :
v=k,L N |
Si la longueur L est courte de fagon que O<1 , on se trouve alors dans le
régime de diffraction de Raman et Nath. Dans ce régime apres traverseée de l'onde
acoustique, le faisceau lumineux initial ( N,k, , w; ) est séparé en un ensemble
de faisceaux faisant intervenir les harmoniques de I'onde acoustiques. Pour I'ordre
meZ , le vecteur donde est N,k +mk et la pulsaton w,+mw, . Comme

généralement k,,<<N,k, , chaque ordre est diffracté par rapport a la direction

N()ki
ordre est : Jm(v)Eoi ( J,, estla fonction de Bessel de premiére espéce d'ordre
m ). Si 'onde acoustique est peu intense de fagon que Vv<K1 , alors seuls les

initiale du faisceau lumineux, de lI'angle 0,=m . L'amplitude de I'onde pour cet

A%
ordres m==1 apparaissent avec pour amplitude EEOi , le modes d'ordres

supérieurs ont une amplitude négligeable. L'onde non déviée, d'ordre m=0 garde
2

pour amplitude (I—VZ)E(M . Pour des valeurs de V plus grande, les ordres

supérieurs apparaissent.

Si la longueur L est suffisamment longue de fagcon que O>1 , on se trouve
alors dans le régime de diffraction de Bragg. Dans ce cas, seul le premier ordre de la
diffraction de Raman et Nath est possible m==*1 . Le vecteur d'onde de l'onde

diffractée (pour nous l'oscillateur local) Nok_:),:NOl;ikm , La pulsation est

W, =0,£0, Ces 2 conditions fixent la géométrie de la diffraction. Comme la
fréquence acoustique est trés faible devant la fréquence lumineuse, ®,, <w, |
I'onde diffractée a quasiment méme fréquence et nombre d'onde que I'onde initiale :

Wo~W; k ~k . La figure de Bragg entre N k, , N,k , et k forme alors

un triangle isocéle. L'onde lumineuse n'est pas alors complétement normale. Elle
doit avoir pour incidence I'angle de Bragg 0, -
oo Fa
B 2Nk,
L'onde acoustique vient alors s'ajouter au vecteur de I'onde lumineuse pour former
I'onde diffractée.
NO k(}/:NOki+km

L'angle de diffraction est le double en valeur absolue de l'angle de Bragg
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0,,=2104 . Les fréquences s'ajoutent aussi :
(U()l:(Di-l-(Dm
Si I'angle d'incidence est opposé, I'onde acoustique est soustraite au lieu d'étre
ajoutée.
L'amplitude de I'onde diffractée est fonction du parameétre Vv :
—_— i V
E()ol—SlnEEOi
L'amplitude de Il'onde transmise sans déviation ( N=0 ) correspond au
complémentaire en énergie :
_ L2V
E,=,/1—sin EE()i _
A la différence du régime de Raman et Nath, le régime de Bragg permet de

diffracter plus de la moitié en énergie de l'onde incidente. La diffraction est méme
compléte pour V=T

Effet photo-élastique

La relation entre l'intensité de I'onde acoustique et les variations d'indice optique
induites dépendent des propriétés photo-élastiques du matériau.

Dans le cristal, I'onde acoustique peut étre soit longitudinale soit transverse
suivant que les déplacements sont dans la direction de propagation ou transverse a
elle. Dans tous les cas, le déplacement propre a cette onde est de la forme :

u,(x,t)=d,sin(k, x—w, t)

Les variations d'indice du milieu sont liés aux variations de densité de celui-ci.
Pour que la densité du matériau change, le déplacement ne suffit pas : un gradient
du déplacement est nécessaire pour induire des variations de densité. Nous

noterons sl(x,t) la déformation définie comme la dérivée du déplacement suivant
I'axe de propagation :

ou R R
Sl(X,t):—a Hx,t)=k, i cos(k, x—w t) avec § =k,
X
La propriété photo-élastique du matériau est donnée par la relation entre les

fluctuations de l'inverse de la constante diélectrique relative, et la déformation du
solide :

1
(E_r)l:Ppsl
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Le coefficient de linéarité P, est la constante photo-élastique du matériau (sans

dimension). Elle dépend de la nature du matériau et de la longueur d'onde de la
lumiére utilisée. Elle dépend aussi des polarisations de I'onde sonore et de l'onde
lumineuse : le milieu est biréfringent (elle s'exprime sous forme d'une matrice a 6
dimensions).

Les variations d'indice se déduisent des variation de la constante diélectrique
relative :
1 1 N
<)== =722
N~ |, N,
Les variations d'indice s'écrivent :

€
Nl(x,t):%lzvgp,,sl( t)= —N Pk, iicos(k, x—wm 1)

p m
L'amplitude maximale de variation d'indice est alors :

N —NPk

pml

Comme vu précédemment, I'amplitude du déplacement di a l'onde acoustique
peut étre déduite de l'intensité de I'onde (puissance par unité de surface) :

P . 1 A2

La combinaison des 2 derniéres relations permet de relier les fluctuations d'indice
a l'intensité de 'onde :

¢ 1
:\/Eleac

ou M, est défini comme la figure de mérite du matériau (dimension : [M_1T3] )
[Dixon1967] :
Ng P,
PoC,
le paramétre sans dimension V s'exprime alors :

1
V:kiL EMZIac

L'intensité de la lumiére diffractée relativement a la lumiére incidente est alors :

I, E k.L )
= q/—MZI
2 ac

Ool __
Application au visible et a I'infrarouge lointain
Le solide doit étre transparent pour I'onde électromagnétique. C'est un cristal de
germanium ( Ge ) pour le laser CO,, et un cristal de quartz, de silice ou de

molybdate de plomb ( PbMoO, ) pour le visible. Les bandes de fréquences de

fonctionnement des modulateurs sont relativement étroites (une dizaine de
mégahertz). Elles sont autour de 40 MHz pour l'infrarouge lointain, et autour de 110
MHz pour le visible. Ce sont ces fréquences optimales pour le modulateur qui seront

2:

ol __
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utilisées comme fréquence de modulation pour l'oscillateur local. L'interaction est
optimisée pour une polarisation particuliéere du faisceau. L'onde électromagnétique
doit étre la plus plane possible dans le cristal. Pour un faisceau gaussien, on se
place a proximité de la position de taille minimum du faisceau.

Le tableau ci-dessous montre la figure de mérite photo-élastique pour ces
matériaux dans les conditions optimales de l'effet photo-élastique :

Matériau Iy Polar. ' Polar.| N, c, Po M,
um | lumiére | son s kgm > Skg!
Ge 10,6 | | 4,003 5510° | 5310° | 84010 "
PbMoO, | 0,514 | |loul | || 247 | 3,6310° 6,9510° 23,7107"

Ce systéme permet que les faisceaux incident et OL soient cohérents entre eux.
2.c Lentille de focalisation et rotateur

Passage du Primaire
a travers le rotateur
(non visible)

Alignemement de
I'OL sur Primaire

Lentille de Miroirs en périscope
focalisation montés sur translateur

Le volume de diffusion est défini par le croisement des faisceaux primaire et OL.
L'angle de diffusion O est aussi I'angle entre ces 2 faisceaux : pour changer le
vecteur d'onde de diffusion % , il faut changer I'angle de croisement des faisceaux.
Comment rendre l'angle de diffusion modifiable, en conservant la position du volume
de diffusion ?

Le faisceau OL devant étre dirigé sur le détecteur, il restera fixe. C'est le faisceau
primaire qui sera modifié. Pour changer I'angle tout en conservant la position du
croisement, le plus simple est de placer le volume de diffusion au point focale d'une
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lentille convergente. Il suffit alors de garantir que les faisceaux restent paralléles en
amont de la lentille, pour qu'ils se croisent toujours au point focal image.

Le faisceau OL est dirigé sur I'axe central de la lentille.
Rotation du vecteur d'onde de diffusion

Le faisceau primaire est décalé de cet axe par un systéme de périscope monté sur
un rotateur. Ce rotateur est aussi sur le méme axe que la lentille. La rotation permet

de changer la direction du vecteur d'onde de diffusion k .

La rotation est limitée par la gene que peut susciter le miroir (et son support) qui
permet de ramener le faisceau OL sur I'axe de la lentille. Mais la diffusion a —k

-

n'apporte pas d'informations supplémentaires par rapport a celle a k :
s(—k,t)=s"(k,t) .Une excursion de 180° suffit.

Jet d'air?

Focale

Fonction
rotateur Lentille
de focalisation

Modification du nombre d'onde diffusion
Pour changer l'angle de diffusion 0 , il faut changer la distance entre les 2
faisceaux. Pour cela le miroir extérieur du périscope est monté sur un translateur.

L'angle 0 se déduit aisément de la distance d entre les faisceaux et de la focale

F de la lentille : 62% . Dans l'approximation des petits angles, le nombre d'onde

de diffusion est kZ% k. et lalongueur d'onde de diffusion est KZ% A

La taille du faisceau est modifiée par la lentille (voir les annexes). Nous nous
placerons dans la situation con-focal : le foyer amont de la lentille est situé sur la
position de taille minimum w, du faisceau. Le foyer image correspond alors a la
position de taille minimum w du faisceau image. La relation entre les 2 est :
_NF

w =
Tw,
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Jet d'air

Fonction

translateur _ =
Lentille k ~

de focalisation i

Gamme de longueur d'onde de diffusion accessible
La gamme de longueurs d'onde de diffusion accessible dépend des constantes
A; , la longueur d'onde de la source, et F' la focale de la lentille, et de la gamme

de distance entre faisceaux d accessible.

Pour le montage infrarouge, la taille du faisceau au niveau du rotateur est de

w,=0,5 mm . La taille du faisceau dans la zone de mesure est de w=6 mm .
La distance entre faisceaux est limitée par 4< d < 40 mm , comme la focale F
est de 1m , I'angle de diffusion varie sur la plage 4< 0< 40mrad . L'échelle de
diffusion correspondante A~X\./0 varie dans l'intervalle 0,25< A< 2,5mm .

Pour le montage visible, la lentille est plus petite. La taille au niveau du rotateur est
de w,=0,3 mm . La taille dans la zone de mesure est de w=0,5 mm La
distance d est limitée par 4<d<20mm . La focale est aussi de 1m :

4< 0<20mrad . La gamme d'échelles de diffusion correspondante est alors :

26< A< 128 um .

L'ensemble des 2 systémes permet donc de couvrir un ensemble étendu
d'échelles dans le milieu.

Résolution transverse relative en nombre d'onde
Nous avons vu plus haut que la résolution transverse relative en nombre d'onde

A,
est fonction du rapport entre I'angle de divergence des faisceaux 6W=$ et I'angle

de diffusion 0 :
dk 0

1 w

ko2
Pour le montage infrarouge, la résolution relative transverse va de 1 % aux petites

échelles de diffusion a 10% aux grandes échelles. Pour le montage en visible, la
résolution en visible, elle va de 1,2 % a 6 %.
Angle de diffusion minimum et maximum
Pour un faisceau gaussien, le diamétre utile des faisceaux est égal a 4 fois la taille
du faisceau. En deca de cette limite, le faisceau peut étre déformé par diffraction.
Les miroirs du translateur (et celui de I'OL) doivent donc avoir pour diametre, au

moins quatre fois la taille w, des faisceaux OL et primaire a cet endroit avant la
lentille.

L'angle de diffusion maximum accessible par ce montage est limité par I'écart
maximum entre les faisceaux sur la lentille le diamétre de la lentille de focalisation et
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par sa focale. Il dépend donc essentiellement du rayon de la lentille R, et de sa
focale.

6max'\J(Iel_zw}t)/Fv

Cet angle maximal peut étre doublé si on choisit de décentrer le faisceau OL sur la
lentille. Le contréle de I'angle et de la direction de diffusion par le rotateur devient
dans ce cas plus complexe.

Pour l'angle de diffusion minimum (qui permet d'atteindre les plus grandes
longueurs d'onde), c'est la taille des faisceaux qui limite. La distance entre le

faisceau primaire et I'OL est au moins de 4 fois leur taille : 4w, . L'angle minimum
est alors:

0, =4wlF
Du fait de la configuration con-focale de la lentille,la taille des faisceaux au niveau
du rotateur peut étre remplacée par la taille des faisceaux dans la zone de mesure
dans la zone de de mesure :
M,
6min_ 4_

TwW

L'angle minimum est alors directement fonction de 0, I'angle de divergence des
faisceaux dans la zone de mesure :

6min = 4 8w

Cet angle minimum n'est en fait pas lié a la configuration avec la lentille de
focalisation utilisée ici, mais est intrinseque a la divergence naturelle du faisceau
gaussien par diffraction : aucune autre configuration, ni aucune autre forme de
faisceau ne permettrait de diminuer plus lI'angle entre les faisceaux.

2.d Détecteur

Détecteur

Lentille Absorbeur
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Le détecteur est une diode photovoltaique. Pour un fonctionnement optimale, la
diode est polarisée. Elle ne supporte que des puissances photoniques P, de

I'ordre du milliwatt. Le diamétre a, est de I'ordre de quelques centaines de microns.
Leur bande passante est quelques centaines de mégahertz.
Pour l'infrarouge, la diode est en HgCdTe (Mercure-Cadmium-Tellure). Elle doit

étre refroidie a la température de l'azote liquide, pour ne pas étre sensible a son
propre rayonnement infrarouge.

Pour le visible, c'est une photo-diode PIN silicium ultra rapide, fonctionnant a
température ambiante.
Focalisation des faisceaux

Une lentille est placée en amont afin de pincer le faisceau oscillateur local sur la
surface du détecteur. Pour que les conditions de la détection hétérodynes soient
réunies, il est essentiel que la taille du faisceau Oscillateur Local soit plus petite que
la surface sensible du détecteur. La distance entre la lentille et le détecteur

correspond a la focale de la lentille /', . Du fait que la diffusion se fait en champ

lointain, cette lentille permet de traduire cette limite en ouverture angulaire ( 0, est
le demi-angle d'ouverture) :

a,
2F

Le demi-angle de divergence des faisceaux gaussiens depuis le volume de
mesure est (cf I'annexe sur les faisceaux gaussiens :

GWZL

Tw

Le demi-angle d'ouverture du détecteur doit alors étre plus grand que le double de
la divergence des faisceaux : 0,220, . Soit:

0,=

Gay 40
F, mw
Limite en puissance et angle de diffusion limite

Comme par diffraction, une partie du faisceau primaire atteint le détecteur, I'angle
de diffusion peut étre limité par la puissance acceptable par le détecteur. Pour I'angle
de diffusion 0 , la part de puissance du faisceau primaire recue par le détecteur
est:

_ 0, 2 —2[(6+0 )°+62]/6]
P=P ], ek do,de,
Pour une source puissante ( P; de quelques dizaines de Watt), et une taille de

faisceau assez grande dans la zone de mesure ( w de quelques millimétres), cette

puissance sur le détecteur peut dépasser le seuil de puissance permise sur le
détecteur, pour des angles plus grands que la limite propre a la diffraction vue plus

haUt( 6171in:4ew )
Bruit photonique

Pour le laser CO2, le détecteur est limité en puissance lumineuse recevable (de
I'ordre du milliwatt) et en courant le traversant (de I'ordre du milliampére).

Typiquement, la puissance lumineuse propre a l'oscillateur local est de
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P,=0,2mW . Pour un détecteur avec une efficacité quantique de n=0,6 , cette
puissance génere un courant continu de :

i, =Mqg—==1mA

ehv

La variance de courant propre au bruit photonique, 01.201 , pour une bande
passante de A F=500MHz , est alors :

2 Pol
Co =N, AF=08-107 pA’

Ce bruit photonlque est proche de la limite supérieure.

2.e Cohérence entre les 2 chemins optiques

Le signal de diffusion étant porté par l'interférence du faisceau OL et de la lumiére
diffusée par le faisceau primaire, il faut étre attentif a la cohérence entre les 2 ondes.
La différence de longueur des chemins optiques doit étre inférieure a la longueur de
cohérence du laser. |l faut aussi réduire au nombre minimum, les miroirs qui ne sont
pas communs aux 2 chemins, car seuls ceux-la pourront introduire des signaux
parasites, liés aux vibrations mécaniques.

5.3 Composants électroniques

Signaux démodulés cos et sin

Amplis

Filires = ‘ Oscillateur

Mélangeurs af,

Diviseur —— . | .
Diviseur

Div. 90° ieed
Atténuateur
variable

Entrée signal du détecteur Sortie vers DAO

3.a Quartz a la fréquence de modulation

Le modulateur acousto-optique nécessite une source trés stable en fréquence.
Pour cela, nous utilisons un oscillateur a quartz. Sa stabilité en fréquence est au

moins de 107°
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3.b Té de polarisation du détecteur

La photo-diode du détecteur doit étre polarisée de +100 mV pour la diode
HgCdTe, et de +12 V pour la diode PIN. Le détecteur est connecté a un Té de
polarisation qui sépare les parties continue et alternative du signal. La partie
continue est connectée a un polarisateur.

Le polarisateur est équipé d'un systeme de conversion courant-tension, a base
d'ampli opérationnel. Ce schéma permet aussi de limiter le courant traversant le
détecteur. La partie continue du signal correspond a la puissance du faisceau OL.

3.c Pré-amplificateur faible bruit

La partie fluctuante du courant, correspondant au courant de battement, est trés
faible. ce signal est alors amplifi€¢ par un premier amplificateur, a proximité du
détecteur pour limiter les parasites extérieurs potentiels. Ce pré-ampli doit étre a
faible bruit, de maniére a limiter le bruit thermique de I'amplificateur, par rapport au
bruit photonique, qui sert de référence.

La variance de courant due au bruit thermique propre d'un amplificateur de facteur
de bruit F', de 2 dB, a la température ordinaire 7,=293 K , avant amplification, et

pour une bande passante A F=500MHz est:
., 4kT,(F,—1)AF
<ltherm >:
50

Pour le laser COz2, cette variance est inférieure, mais reste du méme ordre que le
bruit photonique optimisé du détecteur vu plus haut. Pour une évaluation correcte du
rapport signal sur bruit photonique, le rapport signal sur bruit mesuré devra étre
corrigé du bruit thermique de I'ampli.

3.d Démodulateur IQ, amplification et filtrage

Le signal en sortie de détecteur peut étre directement observé par un analyseur de
spectre.

Si nous voulons numériser le signal pour des traitements numériques plus
évolués, il est préférable de le démoduler comme vu précédemment. Cette
démodulation 1Q permet d'utiliser une fréquence de numérisation plus basse, sans
perte d'information sur le signal puisque la fréquence maximum du signal est plus
basse. Numériser le signal modulé nécessiterait une fréquence d'échantillonnage
tres grande.

Le schéma de démodulation 1Q est réalisé avec des diviseurs de puissance, en
phase (pour le signal du détecteur) et en quadrature de phase (ou hybride, pour le
signal a la fréquence de modulation). Les signaux en sorties sont envoyés vers des
meélangeurs, pour en obtenir le produit des signaux.

Chacun des 2 signaux est ensuite filtré pour éliminer le produit au double de la
fréquence de modulation. |l est aussi amplifié pour atteindre un niveau de signal
suffisant pour étre numérisé avec la meilleure résolution possible. Le facteur de bruit
de ces amplis est moins primordial que celui du pré-ampli, en début de chaine.

5.4 Instrumentation

=0,9-107% pA®
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Analyseur
| de spectre

Acquisition
numérique

Boitier
quartz-
i démodulation

b

A. Kharcenko

4.a Analyseur de spectre

L'analyseur de spectre sert de moniteur en temps réel du spectre du signal de
diffusion collective.

4.b Acquisition numérique

L'acquisition numérique des signaux de diffusion collective permet, au dela du
calcul du spectre, ou d'autres formes de traitement numérique.

5.5 Signal typique de diffusion collective

n ()
0.01 -
0.01
0.005 0.005
0 ¢ 0 N
A
~0.005 ~0.005 — ir;[r;;“)t]] '
-0.01 - <))
-0.01 50 100 150
t (us)
-0.01 0 0.01

Un signal complexe typique de diffusion 3(75 t) sur un gaz turbulent est montré
sur la figure ci-dessus.

Le cadre de gauche montre les courbes des parties réelle et imaginaire en
fonction du temps. lls apparaissent aléatoires. Leurs valeurs fluctuent autour de 0.
La variance des 2 signaux est comparable. On devine un déphasage. La période des
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oscillations est de lI'ordre de 10u s . La fréquence moyenne est alors de I'ordre de
100 kHz

La figure de droite montre le méme signal dans le plan de phase (parte réelle en
abscisse, imaginaire en ordonnée). Nous voyons que les parties réelle et imaginaire
sont bien en quadrature de phase, et que le signal peut étre vu comme une rotation
de phase, avec des fortes variations de module.

Nous avons vu dans lintroduction que cette rotation de phase peut étre la
signature d'une vitesse moyenne de convection sur le volume de diffusion. Nous
tenterons, dans la partie suivante, d'extraire de ce signal des informations plus
détaillées sur I'écoulement.
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6 Diffusion collective et turbulence
de l'air
Nous avons vu dans les parties précédentes, le principe de la mesure, et son

application pratique. Nous allons voir dans cette partie quelles informations sur
I'€coulement, nous pouvons extraire du signal.

Dans un premier temps, nous voyons les propriétés « statiques » de I'écoulement
gue nous pouvons déduire en prenant, littéralement, une photo de I'écoulement.

Dans un second temps, nous allons voir les propriétés dynamiques de
I'écoulement portées par le signal de diffusion collective.

6.1 Facteur de forme et loi de Kolmogorov

Suivant le principe de la diffusion, nous avons vu que I'amplitude du signal diffusé
est lié au niveau de fluctuations a I'échelle observée. Nous allons voir qu'elle peut
étre reliée a la cascade de Kolmogorov dans un fluide turbulent.

1.a Facteur de forme

L'amplitude du signal est caractérisée par le facteur de forme.
Facteur de forme d'un solide
La notion de facteur de forme est définie pour la diffusion appliquée au solide
cristallin. La facteur de forme est le signal de diffusion lui-méme, indépendant du
temps pour un solide :

Fk)=%,e"" =s(k)
Facteur de forme statique d'un fluide
Pour un fluide turbulent, la notion doit étre adaptée, puisque le signal de diffusion
dépend du temps. Sa moyenne temporelle est nulle, car, comme nous l'avons vu sur

le signal typique, sa phase est aléatoire. Nous allons définir le facteur de forme a
partir de la variance du signal :

S (k)= s (k. 1))y 6.1)

La notion reste une notion statique : La moyenne temporelle équivaut a une
moyenne statistique (par I'hypothése ergodique). Le facteur de forme n'est pas li€¢ a
la dynamique temporelle du signal : c'est, comme on va le voir, littéralement une
photo de I'écoulement.

Par la formule de Parseval, le facteur de forme est lintégrale du spectre
fréquentiel du signal de diffusion :

S(k)=J S (k,w)4 (6.2)

Gaz incohérent
Nous avons vu précédemment que pour un gaz incohérent, la variance du signal
de diffusion était égale au nombre de diffuseurs :

7 2
<|S(k’ t>| >t:Ns:<n>v v,
Ceci implique que le facteur de forme est indépendant de I'échelle :
S(k)=1
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Structures cohérentes

Pour un gaz turbulent, des structures apparaissent. La somme des termes croisés
n'est plus négligeable, et devient méme dominante :

-

S(k)=1
Aux échelles plus petites que I'échelle de dissipation, les fluctuations restent
limitées aux fluctuations incohérentes :
kadisspation S(k)zl
Facteur de forme et taux de fluctuation
Le facteur de forme ne renseigne sur les fluctuations de densité que pour un
vecteur d'onde déterminé. Pour pouvoir établir un taux de fluctuations, il faudrait
connaitre le facteur de forme pour tous les vecteurs d'onde de diffusion de I'espace
réciproque.
La relation entre le taux de fluctuations et le facteur est obtenu par application de
la formule de Parseval dans le domaine spatial :

(7, 00y r=nol S(k) G
Facteur de forme : grandeur intensive
Le facteur de forme est-il une grandeur intensive ou extensive?

Supposons que l'ensemble des diffuseurs se séparent en 2 sous-ensembles
statistiquement indépendants de diffuseurs N, et N, , pour lesquels les signaux

de diffusion sont sl(%,t) et s2(7<>, t) . Du fait de l'indépendance statistique entre
les sous-ensembles :

(s7(k.1)5,(k,1)),=0
La variance du signal global de diffusion est la somme des variances :

sk, )= (s, (k. o)+, (koo o= s, (R, )+ (s, (K 2 )P,
Le facteur de forme est alors des facteurs de forme sur les sous-ensembles :

S(%): <|S1(k’ t)2>z+ <’S2<k’ t)2>z: Ns]SI(k)+ stsz(k)
N51+Ns2 Ns]+N52
Comme le facteur de forme est une moyenne sur les ensembles non corrélés,
c'est une grandeur intensive.
Le facteur de forme donne une évaluation de l'intensité moyenne des structures
cohérentes de I'écoulement, a I'échelle de diffusion.

Dans le chapitre sur la diffusion collective appliquée a la turbulence de I'air, nous
relierons la variance du signal de diffusion a la cascade de Kolmogorov.

1.b Facteur de forme et cascade de Kolmogorov

Le modéle de la cascade de Kolmogorov permet d'établir une loi pour la variation
du facteur de forme avec I'échelle, a condition de considérer la densité comme un
scalaire passif de la turbulence. Une description simple est donnée dans le manuel
de M. Lesieur [Lesieur1994].

Cascade de Kolmogorov

Kolmogorov a proposé en 1941 un modele décrivant la turbulence par une
cascade de I'énergie a travers les échelles (cf. U. Frisch [Frisch1995]). L'énergie de
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la turbulence est injectée aux grandes échelles. Elle est issue de gradients de
vitesse qui induisent la formation de grands tourbillons. Si le produit de la taille par la
vitesse typique de ces tourbillons est grande par rapport a la viscosité cinématique,
la dissipation sera faible, comparée aux forces inertielles du milieu : c'est ce que
caractérise le nombre de Reynolds :

R,=UL/v

Les tourbillons vont alors étre transformés en tourbillons de taille plus petite. Ce
phénomene se prolongera jusqu'a atteindre des tailles et vitesses de tourbillons
suffisamment petites pour que la dissipation domine les termes d'inertie. A ces
échelles, I'énergie sera donc dissipée en chaleur. La gamme d'échelles intermédiaire
entre I'échelle de production et I'échelle de dissipation de I'énergie est la gamme
inertielle.

Nous introduisons €, , le taux de transfert de I'énergie cinétique de I'échelle r
vers les échelles plus petites. Ce taux de transfert de I'énergie ne dépend que de
I'échelle r et de la vitesse caractéristique de I'écoulement a cette échelle, u, . Par
analyse dimensionnelle, nous obtenons alors :

g.ocur
Il peut étre décomposé en produit de I'énergie cinétique (par unité de masse) a
I'échelle r Erocuf , par un temps correspondant au temps de retournement des
tourbillons a cette méme échelle T, oc urr_l

Kolmogorov pose I'hypothése que €, est en fait indépendante de I'échelle r» :
e . Sile flux était différent a des échelles différentes, I'énergie moyenne dans les
échelles intermédiaires ne serait pas stationnaire. &€ peut alors étre évalué a partir
des parametres de I'échelle de production :
gecU L™
Nous pouvons alors en déduire la vitesse a chaque échelle :

1/3 _1/3
u,oce’r

L'autre hypothése déterminante est de supposer que la densité d'énergie E (k)
n'est fonction que de ¢ et k ( k=2tt/r ). L'analyse dimensionnelle impose alors
la loi d'échelle de I'énergie :

E, (k)ce® k" (6.3)

Echelle de Kolmogorov
A chaque échelle, nous associons un nombre de Reynolds :
1/3_4/3
R, =u.rlv=e"r"[v

Ce nombre de Reynolds diminue vers les petites échelles. Quand il atteint la
valeur 1, la dissipation devient du méme ordre que les forces d'inerties : c'est

I'échelle de Kolmogorov [, . Enrésolvantsur » , R,,=1 | nous trouvons alors :
3/14 _—1/4 -3/4
l,=v'e "=R,”L
Contaminant passif

Corrsin en 1951 a prolongé cette description pour un contaminant scalaire passif
de I'écoulement.
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Le contaminant passif est caractérisé par sa diffusivit¢ D, . Le taux de
dissipation propre au scalaire est fonction des gradients spatiaux
2
X0o=6D,((0,0)) .
Corrsin a établit que le spectre du scalaire est donné par :
F (k)ocy,e k™" (6.4)

Cette description est usuellement appliquée a la température. Nous allons
I'appliquer aussi a la densité, bien qu'elle soit encore plus directement liée a la
dynamique par les équations de Navier Stokes.

Loi de Kolmogorov pour le facteur de forme
La diffusion collective permet d'avoir directement accés au facteur de forme, qui

-

est fonction de la transformée de Fourier spatiale de la densit¢ S(k) . A la

difféerence des spectres considérés ci-dessus, cette transformée de Fourier
s'applique au vecteur 7 et non simplement a I'échelle (scalaire) 7 .

Pour passer de l'un a l'autre, il faut poser I'hypothése que la turbulence est en
moyenne isotrope a I'échelle considérée : méme si I'écoulement présente des
anisotropies a I'échelle de production, le transfert a travers les échelles induit une
perte de mémoire sur la direction initiale. Pour des échelles notablement plus petites
que l'échelle de production, la turbulence est isotrope. Le spectre en échelle se
déduit du spectre spatial en intégrant tous les vecteurs d'onde de méme module,
dans toutes les directions angulaires 0, ¢$ d'une sphére.

stk)=J"kdo [ kdo S(k,0,b)=4mk*S (k)

Ce passage du vectoriel au scalaire fait apparaitre un facteur K> .

Nous pouvons alors appliquer la loi de Kolmogorov au facteur de forme du signal
de diffusion collective :

S(k)ocye Pr 1P (6.5)

1.c Application a un jet d'air turbulent

Pour vérifier cette dépendance sur I'échelle, la diffusion collective a été appliquée
a l'observation d'un jet d'air turbulent.
Jet d'air turbulent a symétrie axiale
Une description trés détaillé du jet d'air turbulent est donné par G.N. Abramovich
[Abramovich1963]. Nous donnons ici quelques propriétés phénoménologiques.

Un jet turbulent est obtenu par expulsion d'un air sous pression Pj a travers une
buse circulaire, dans un volume d'air au repos. Il est caractérisé par U , la vitesse
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de l'air éjecté par la buse, et par dj , le diamétre de la buse.

Si la vitesse est suffisante, il se forme un jet d'air turbulent en aval sur I'axe de
symétrie. Le jet d'air prend une forme de cbne d'environ 10° d'ouverture. Le jet ne

s'ouvre pas directement en sortie de la buse, mais a une distance x, . X, est
expérimentalement évalué a x0=6dj .

A une distance x en aval de la buse, la vitesse moyenne de I'écoulement sur
['axe est Uo(x) . Cette vitesse décroit comme l'inverse de la distance x

Uy(x)=59-"-U,

Dans un plan perpendiculaire a l'axe du jet, la vitesse U (x,r) décroit quand on
s'écarte de l'axe d'un rayon r . Le rayon caractéristique b(x) du jet a cette
distance x est déterminé par le rayon pour lequel la vitesse a diminué de moitié (

U b —_ Uo(x)

(X, (X))— 2 )

Le rayon b(x) décrit la forme conique du jet : il croit de maniére affine avec la
distance x .

b(x)=0,08(x—x,)

Au dela d'une certaine distance, I'écoulement est autosimilaire : les profils
transverses a l'axe, de la vitesse, a différentes distances de la buse, se déduisent les

uns des autres par homothétie. Dans le manuel de J. O. Hinze, une description de
ces profils est donnée [Hinze1975].

Le nombre de Reynolds est estimé pour chaque distance x ala buse:
R (x>: Uo(x)b<x) :O 5 M
Le nombre de Reynolds reste donc constant le long de I'axe du jet.

Observation du jet d'air par diffusion collective
Le volume de diffusion a été placé en aval sur l'axe du jet d'air turbulent. La
turbulence développée en aval de la buse a été observée avec les montages laser
visible [Kharchenko2001] et infrarouge [Honoré2000].

Dans les 2 cas, le diameétre de la buse dj est de 1mm . Pour lI'observation en
infrarouge, la pression d'air P; a été de 3,7bar , la distance a la buse x est de

30mm . Pour celle en visible, la pression est de 4 bar . la distance a la buse était
de 10mm .
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Nous considérons usuellement que, pour un jet d'air a symétrie axiale, la
turbulence est développée a la distance de 30 fois le diameétre de la buse. La
condition n'a pas été respectée en visible, afin de s'assure d'un meilleur niveau de
signal. Nous verrons que cette condition n'est finalement pas indispensable a
I'observation de la loi de Kolmogorov.

Observation en infrarouge

Le montage en infrarouge permet I'observation des échelles proches de I'échelle
de production. La loi d'échelle du facteur de forme est ici donnée en fonction de la
longueur d'onde de diffusion. Les résultats sont montrés en échelle logarithmique en
abscisse et en ordonneées.

Pour les échelles plus petites que 2mm , nous observons une loi d'échelle avec
une pente —3,5 , proche des —11/3 prévue.
Pour les échelles plus grandes que 2mm , le facteur de forme décroit aussi,

rapidement. Les plus grandes structures présentes dans la turbulence ont alors pour
taille 2mm .

0 [mrad
10" ——3.9 1[)223 40
XX
XX
- XX
g 107} xxx
o X 3
X,
. X,
X experience XX
------- pente -3.5
T ——
4 3 2 1 0,705 03 02
A [mm]

Observation en lumiere visible.
Le montage en visible permet l'observation des petites échelles, proches de I'échelle
de dissipation. Afin de pouvoir couvrir une large gamme d'échelles, 2 types de
réception différentes :
e soit la photo-diode PIN évoquée dans le montage (pour les petits angles,
grandes échelles). Une détection synchrone a été utilisée pour améliorer le
rapport signal sur bruit,

e soit l'appareil photo (pour les angles plus grands petites échelles.
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la série de photos ci-dessus montre les variations de lumiere diffusée avec l'angle
de diffusion.

La figure ci-dessous montre donc les variations du facteur de forme (en unité
absolue) avec la longueur d'onde. Nous retrouvons la loi d'échelle en —11/3 surla
gamme d'échelle intermédiaire. A I'approche de I'échelle de dissipation, la
décroissance est plus rapide pour s'infléchir et rejoindre la valeur 1 .

0 [mrad]
05 1 2 5 10 20 50 100

1000 500 250 100 50 25 10 5
. A lum e
1.d Loi de Kolmogorov et limites de I'angle de diffusion
Nous avons vu dans la partie précédente que le rapport signal sur bruit du courant
de battement du detecteur etait proportionnel au spectre des fluctuations de densité
Sn(k, wm—oo) , et inversement proportionnel & A, , la longueur d'onde du laser.

-

Pi S(k’ U‘)m_w>

I(w)/1,= T SN 2

n hC N hw pol
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On rappelle que le facteur de forme est l'intégrale du spectre :
- d(l) _ -
Nous avons vu que pour un gaz incohérent, le rapport signal sur bruit était trés

faible : pour obtenir un bon rapport signal sur bruit, il faut donc optimiser les
paramétres. On choisira donc une source dont la longueur d'onde A est plus

—

courte. Mais il faut surtout un facteur de forme S(k) assez grand : I'échelle
observée N\ doit étre la plus grande possible. Comme A=)\,/0 | l'angle de

diffusion doit étre le plus petit possible : La diffusion collective dans I'air doit se
faire en diffusion vers l'avant.

6.2 Modes convectés

Afin de pouvoir extraire des propriétés sur la dynamique de I'écoulement, nous
allons étudier la corrélation temporelle du signal de diffusion collective.

2.a Structures cohérentes indépendantes

Le volume de diffusion étant assez grand, I'écoulement n'a pas un comportement
uniforme sur tout le volume. L'écoulement va étre décrit comme une somme de
structures cohérentes et non corrélées entre elles. Chaque structure cohérente
apparait a un instant différent. Chacune a une intensité et une vitesse de convection
différente.

Processus de Poisson
Nous supposons que le signal de diffusion est la somme d'une série n=1,..., N
de structures cohérentes a I'échelle de la longueur de diffusion. Elles apparaissent
au cours du temps, suivant un processus de Poisson d'intensité y . Les temps

d'apparition sont distincts : 7,,...,7, . Dans un tel processus, les intervalles entre
chaque temps d'apparition sont statistiquement indépendants les uns des autres.
L'intensité y du processus correspond a la fréquence d'apparition de ces
structures.
Amplitude de la structure au cours du temps
Quel signal de diffusion va générer chaque structure ?

les structures cohérentes ont une durée de vie finie T, , qui sera la méme pour
toutes les structures a une méme échelle. Ce temps de vie est supposé
significativement plus court que le temps de vol des structures a travers le volume de
diffusion. Nous appliquerons une enveloppe temporelle gaussienne a I'amplitude du
signal diffusé par cette structure :

R e B

T
La normalisation est choisie de maniére a ce que la variance du signal intégré

dans le temps donne : ”sn(%,t)‘deZpitk .

Les intensités du signal de diffusion propre a chaque structure, P;...Qy , sont des
variables aléatoires equidistribuées, a variance finie, et indépendantes entre elles.
La variabilité de l'intensité de ces structures inclut le fait que suivant la position ou
apparait la structure dans le volume de diffusion, le profil du volume, u(?) , prend
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une valeur aléatoire.
Vitesse de convection des structures
Ces structures cohérentes sont convectées par le mouvement aux échelles plus
grandes que l'échelle de diffusion. Ces vitesses de convection U,...U, sont

supposées constantes sur leur durée de vie. Ces vitesses sont aussi des variables
aléatoires equidistribuées, a variance finie et indépendantes entre elles.

La phase du signal de diffusion s'écrit alors comme une phase tournante :

—ik.U,t
e .
Le signal de diffusion propre a chaque structure cohérente s'écrira :
0, t—t 21272 —ik.U,t
5, ()= 2T,
T

Indépendance entre intensité et vitesse de la structure
Nous supposons pour finir que les vitesses de convection, intensités et temps
d'apparition de ces structures cohérentes sont tous indépendants entre eux : les
structures d'intensité différentes, ont les mémes distributions de vitesses de
convection.
Du fait de l'indépendance entre les vitesses de convection, les signaux de diffusion
pour 2 structures distinctes sont décorrélés. Pour m#n

g - (+_+ )2 2 .7 73 (. 3
<Sn(k’t)sm<k,t) - (t tn)/zrke lk'U"t& (t t)/zrk ik U t

IEIMe 3-51/4
Le signal global de diffusion est la somme des signaux de chaque structure
cohérente (la partie incohérente du signal est négligée) :

5(75 Z):ZN o, e—(t—zn)zlzrie—i%.ﬁnt

— 1/4
n=1 T

V=0

2.b Autocorrélation du signal
L'autocorrélation du signal peut s'écrire :

Clk,t)= (s*(k,t=2)s(k,t+ X))
(n >V 2 27,
On développe les sommes sur les structures cohérentes :
. ! p, ~Emufiw k0= o A Ion) 2w ik O )
C(k’T):<n> V< nJ'IZlMe ’ € ’ mJ‘CIMe ? e 2>
|4

Comme les signaux propres a chaque structure sont indépendants, on peut
remplacer la moyenne de la somme par la somme des moyennes, et éliminer les

termes croisés ( m#n ):

2
L)+ (t—t,+ T )]/21k k.0

<>Vz< ‘ )

L'expression de I'exponentielle réelle se simplifie. Comme les valeurs aléatoires
sont indépendantes, la moyenne du produit peut étre remplacé par le produit des
moyennes :

C(k T)

C(%,r): P /4nz <pn —(t-1, /tk><e—ik.U”r>

<n>v

Diffusion collective et turbulence de 1'air 77



— —

Les vitesses de convection U,...U, sont equidistribuées : le dernier facteur est

commun a chaque terme de la sommation. Nous noterons U cette vitesse de
convection aléatoire :

Clk )= e e
14

Le dernier facteur se simplifie en moyennant sur la gaussienne et la fréquence vy
d'apparition des structures :

_tn)zl'[i>

Y0 247, —it.Ux
e (e )
<n>vv

La normalisation de la fonction de corrélation est en fait le facteur de forme :

yip,)
< >V <|Skt|>t O) <>V

L'autocorrélation du signal s'exprime alors :

C(%,I)ZS(%)e_T/4T"<e_i%'l71> (6.6)
—ik.Ux

C(k,t)=

S(k)=

Le dernier facteur (e
(aléatoire) Ut dune structure cohérente pendant le délai T .

—1’/47;

) est la fonction caractéristique du déplacement

Le facteur précédent, , . est lié a la durée de vie finie des structures

cohérentes.

Distribution de probabilité de la composante de la vitesse suivant le
vecteur d'onde

Le signal de diffusion ne dépend que de la composante de la vitesse suivant le
vecteur d'onde, et non des autres directions :

17 -~

—12/4r§<e—ikUE~c>

C(k,t)=S(k)e
La moyenne d'une fonction d'une variable aléatoire s'exprime directement avec la
distribution de probabilité de cette variable aléatoire :

(Flx)=ldx'P (x")F(x)
La corrélation se réécrit en fonction de Py, la distribution de probabilité de Ia
composante de la vitesse suivant k

c(k,t)=s(F)e " *“[aup, (u)eh

Spectre du signal de dlffusmn
Le spectre fréquentiel est déduit de l'autocorrélation par transformée de Fourier
temporelle :

S(k, f)= fdret””jdup u)e! 2 ke

Les 2 integratlons peuvent étre réarrangées. L'intégration sur le délai T est alors
possible :
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) 1 e—Ti(f—;—nku)z
2VRT,

S(k, f)=S(k) | duP,
Nous effectuons un changement de variable, de la vitesse u , vers la fréquence
f f':%u (et df '=<du ):
Jf=f)
S(k, df ' Py (M o
S(k, =08 () [ df* Po0f )5 e

L'expression montre que le spectre du signal de diffusion collective a une forme
proche de la distribution de la vitesse de convection des structures cohérentes,
projetée suivant le vecteur d'onde de diffusion. Cette distribution de probabilité est
convoluée par une gaussienne dont la largeur est, a un facteur pres, l'inverse a la
durée de vie des structures cohérentes.

Structures cohérentes a durée de vie longue
Dans la suite nous supposons que cet inverse de la durée de vie est petit devant

la largeur de la distribution de vitesse, 6U,;/7\ . On peut alors négliger la
convolution. La gaussienne est remplacée par une fonction delta :

S(k, f)=08 (k) [ df Py (hf)8(f~f")
Le calcul de I mtegrale sur f estdirect:
S(k, f)=NS(k)P, (N f) 6.7)

Cette relation entre le spectre et la distribution de probabilité de la vitesse peut se
retrouver par une image intuitive : sur un temps court, le signal parait avoir une
vitesse constante et uniforme. Ce signal induit un pic a la fréquence Doppler. Sur les
temps longs, ce pic change de fréquence car la vitesse de convection fluctue. Le
spectre se reconstruit au cours du temps la distribution de probabilité de la vitesse.

Formulation inversée :

L'expression permet donc de déduire de la mesure du spectre fréquentiel du
signal de diffusion collective, la distribution de probabilité de la vitesse :

Py, (u)=557 S (k. xu) (6.8)

\S(k)
La relation entre la vitesse est la fréquence est obtenue par effet Doppler :
1
f=xu .

Le spectre est pondéré par le facteur de forme (et A\ ): 1

AS(k) -
Spectre
4 A I
iki)/ N
f F
u=Nf U,
o J
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2.c Temps de vie des structures

Le raisonnement précédent suppose que le temps de vie des structures
cohérentes est suffisamment court pour considérer le mouvement de ces structures
est uniforme a leur échelle et que ce temps de vie est négligeable devant le temps
de vol des structures dans le volume de diffusion.

Afin de pouvoir étudier cette hypothése, nous introduisons l'‘autocorrélation du
module du signal

C(k, ) <n>v<|s (k, t||s k,t+ T) |>t
Le signal est décomposé en somme de structures :
Clk, t) =7 (%, 7 (k1) 5, (k, 1+ 7)),

Les termes non diagonaux ( j#/ ) sont négligeables :

C(k,t)=m7 (|2 57 (k. 1)s,(k 1+ 7)),
Comme
C(k’ T):ﬁ<zz ‘Sl(k’ t)Hsl(k’ I+ T)‘>t

Les structures étant indépendantes entre elles

6.3 Modes sonores

3.a Modes propres d'un écoulement
Les modes convectés sont a priori les plus intenses dans le milieu, néanmoins ce
ne sont pas les seuls.

Comme décrit par B.T. Chu et L.S.J. Kovasznay [Chu1957], A.S. Monin et A.M.
Yaglom [Monin1971] ou J.P. Boon et S. Yip [Boon1991], la linéarisation des
équations de Navier-Stokes fait apparaitre 3 types de modes de fluctuations dans
I'écoulement :

e les modes de vorticité qui ne font intervenir que la partie rotationnelle du
champ de vitesses;

e les modes entropiques qui incluent la partie uniquement dissipative de
I'entropie et des fluctuations de densité et de vitesse associées;

e les modes acoustiques, qui different des modes entropiques par le fait qu'ils
sont a la fois propagatifs et dissipatifs. Ce sont les ondes sonores. Des
fluctuations de pression, entropie, densité et vitesse leur sont associées.

Les modes acoustiques propagatifs que sont les ondes sonores, vont aussi
pouvoir étre détectés par diffusion.

3.b Onde sonore
Onde progressive
Nous considérons une onde sonore de vecteur d'onde k. et de fréquence fac :

Les 2 quantités sont reliées par la vitesse du son du milieu : 2x f,.=c.k,. .
L'amplitude de l'onde est caractérisée par I'écart type des fluctuations de densité
associees acetteonde : n,. .

Cette onde induit des fluctuations de densité :
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n(7, 1)=n, 290! o727

L'observation de ces fluctuations par diffusion collective, donne le signal suivant :
ik, —k).7 —i2 —i(k, +k P) -
k t \F”‘J‘ [ )re i Icfact te ik +k).7 n nf,.t P17

Nous voyons que, pour que l'onde sonore soit détectée par diffusion, il faut que le
nombre d'onde de diffusion corresponde exactement a celui de I'onde sonore (ou

¥
=

'

son oppose)
k —k ou k, =—k

Pour la suite nous choisissons de nous placer dans le cas ou k est proche k.

i.e. la différence entre les 2 est négligeable devant la résolution en nombre d'onde de
la diffusion.
Développons le calcul. La forme du profil du volume de diffusion est gaussienne :

=X R2wi=2yt w2z w’
u(x,y,z)=
L'intégration se décompose suivant chaque direction )

L2 —k, *0%/2 —k )y=2y*Iw’
\/_ Jl acx )x X W d J‘ aC\ y)y y w dy

L/2

k,.—k.)z—272"w* —i2nf .t
f e dze /

+

N L2 ik, +k )x—x 0712w’ (K otk ) y=2y° W
J2 I—Lx/z © dxf dy
(k. +k.)z—22"Iw 2
J‘el< aczg A.)Z Z w dz el J-l:fact

Suivant la direction x , correspondant a l'axe longitudinal du volume, l'onde
sonore ne couvre que la longueur L, que nous supposerons courte devant la

2n2 2

w2 . —x20% /2w

longueur du volume dans cette direction . Le signal e est alors

quasi constant sur cette longueur L, . L'intégration suivant les 2 autres direction
corr7§pond a la transformée de Fourier d'une gaussienne de longueur transverse
T
W —
2
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> n, ow’ L sin[(k,,~k )L /2] —(k, —k )18 —w(k
=T kL c
n, uw L, sin[(k,,—k )LJ2] 2k
V20 2 (ke k) L2

-

Pour k proche k. ,le second terme est quasi nul.

—k. I8 —i2nf .t
) o f

aczg

+k I8 —wik +k)I8 i2mfot
)) e w ( acz ~) el fO

acy

Le sinus cardinal suivant x est trés proche de 1 si |k, —k |[<K2/L, . Les
facteurs exponentiels correspondant aux directions y et z sont aussi proches de 1
Si kacy—ky|<<2/w et km—kz| < 2/w . Sila différence des 2 vecteurs d'onde est

suffisamment plus petite que la résolution en nombre d'onde suivant chaque
direction, le signal s'écrit :

ZL .
N, TW L —i2nf, .t

J2 2

Spectre fréquentiel
Le spectre du signal a la forme suivante :
2 2 4452
n, ww L

S(k, fl=5——8(f~f.)

Le spectre montrera donc une raie a la fréquence de I'onde sonore. La vitesse
Doppler correspondante sera alors la vitesse du son. La fréquence sera positive ou
négative suivant que les vecteurs d'onde du son et de la diffusion sont alignés ou
OppOSseEs.

s(k,t)=

Spectre

S(k, f)

Lrc

2T s

. - - O‘
\Casouk,=k

La diffusion collective est donc trés sélective sur les modes sonores détectés. Elle
agit comme un microphone directionnel et résolu en nombre d'onde (donc en
fréequence de I'onde sonore).

Par l'intégrale du spectre, on retrouve le facteur de forme associé a I'onde sonore :
2 452 2
- - 1 ww Ll n
S(k)=]s,(k, f)df =

(mv, 8
Si on reprend I'exemple utilisé pour le calcul du rapport signal sur bruit : un
piézoélectrique est excité a la fréquence f,=332kHz , avec une amplitude de

82 Diffusion collective et turbulence de 'air



—10 . N _ .
mouvement @, =11.5 10" "m sur un diamétre de L,=5cm , la variance des
fluctuations propres a I'onde générée est de :

2 2 2
2 _laacwac<n>
ac 2 C2

N

n =1.910"m™°

Le facteur de forme associé a ce mode sonore est ( L, =18cm et w=1mm

):

(k)= o TV Ly 510
) 21,

Il peut atteindre des ordres de grandeur comparables a ceux des modes
convectes.

3.c Modes convectées et modes propagatifs dans le
signal de diffusion

La diffusion est sensible de la méme fagcon aux modes convectés et aux modes

propagatifs que sont les ondes sonores. Ce qui permet de les différentier est leur

fréquence Doppler : le mode convecté ira a la vitesse de I'écoulement. Le mode

propagatif ira a la vitesse, éventuellement décalée de la vitesse de I'écoulement, si le
mode se propage avec lui.

6.4 Comparaison des spectres du signal de
diffusion a différentes échelles

Nous pouvons maintenant analyser la forme des spectres de signal de diffusion
collective appliquée a un écoulement turbulent.

L'expérience est un jet d'air turbulent.

Les figures ci-dessous montrent des densités spectrales fréquentielles du signal
de diffusion ou seul I'échelle de diffusion A a été changée (d'un facteur 3) :

0 =7 mrad 7\‘=1’5mm ~ 9=20ml‘ad }\.=0,53mm
107" 10
107 10
107° 10~
107 107
~1000 0 1000 -1000 0 1000
Frequence (kHz) Frequence (kHz)

Ces 2 densités spectrales montrent des formes et des niveaux a priori différents.

Afin de pouvoir mieux les comparer, nous allons utiliser la formule qui permet de
passer du spectre a la distribution de probabilité de la vitesse du jet :
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1 71
PU;(”k): ?\S(_l;) S(k’ Xuk>
Cette opération nécessite alors 2 homothéties :
En abscisse, il faut passer de la fréquence a la vitesse par la relation de l'effet

Doppler :

u=Af
En ordonnée, il faut normaliser le spectre par le facteur de forme :
1 b d
Py = S(k,.)

Le facteur de forme peut étre calculé directement depuis le spectre du signal par
la formule de Parseval :

S(k)=J"2S(k, f)df
Nous obtenons alors des densités spectrales normalisées, fonction de la vitesse.
Nous observons que les bosses principales des densités spectrales pour des
échelles A différentes se superposent : Ceci est cohérent avec le fait que la bosse

principale corresponde a la distribution de la vitesse de convection qui, est
indépendante de A . La vitesse moyenne estde 100m/s .

Nous observons un pic secondaire sur la droite de la bosse principale sur chaque
spectre. Celui-ci differe pour différentes échelles A . Mais ce pic secondaire est
toujours centré sur la méme vitesse : 340m/s . Cette vitesse est la vitesse du son
dans l'air : il s'agirait d'ondes sonores se propageant dans le référentiel laboratoire,
dans l'air non convecté avec le fluide. A chaque échelle différente A correspond une
onde sonore différente (en nombre d'onde et en fréquence). Ceci explique la
différence de forme de chaque pic sonore d'une échelle a l'autre.

-2
10 ¢ !
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La comparaison des vitesses de la bosse « convective » et du pic « sonore »
permet d'évaluer directement le nombre de Mach de I'écoulement. L'écoulement est
ici subsonique.

6.5 Diffusion collective et anémomeétrie laser

Afin d'établir la correspondance entre la bosse principale du spectre avec la
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distribution de la vitesse convective, le spectre de diffusion collective a été comparé
a un histogramme de vitesses obtenu par Anémomeétrie Doppler Laser, sur une
méme couche de mélange supersonique. L'expérience a été menée par J.P. Bonnet
et al. [Bonnet1995, Bonnet1998]

5.a Couche de mélange supersonique

Une étude détaillée des couches de mélange supersoniques (introduisant les
nombres de Mach convectifs) est donné par D. Papamoschou [Papamoschou 1988].

Tuytre supersonique  —

[ T Céaté supersonique

Col sonique

Caté subsoniqua

JP Bonnet et al. MSI (1995)

L'expérience a été effectuée sur une couche de mélange supersonique par rafales
d'air sous pression (maximum 12 bars).

L'écoulement supersonique supérieur est produit par une tuyére supersonique qui
suit une chambre de tranquilisation.

L'écoulement subsonique inférieur est prélevé sur [l'alimentation du flux
supersonique par un col sonique. L'écoulement passe une chambre de
tranquilisation, avant le développement de la couche de mélange entre les 2
écoulements, dans une veine d'essai de 150 x 150 mm?2.

5.b Spectre fréquentiel du signal de diffusion collective
et histogrammes d'anémomeétrie

La mesure est effectuée 240 mm en aval du bord de fuite. Le vecteur d'onde de
diffusion est orienté parallélement a I'écoulement. Nous montrons les densités
spectrales pour 2 positions verticales différentes : I'une (1) est plutdt située du coté
de I'écoulement supersonique. L'autre (2) est quasiment au centre de la couche de
mélange.
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JP Bonnet et al. MSI (1995)

Sur les figures ci-dessus, le spectre du signal de diffusion collective est la courbe
continue. Les histogrammes de vitesse obtenues par anémométrie Doppler Laser
sont montrés par des barres. Les 2 courbes ont été normalisées l'une sur l'autre.

Nous observons que la forme de la bosse principale du spectre est correctement
adaptée a la forme de I'histogramme de vitesse de I'anémométrie Doppler Laser.
Nous observons que la encore le spectre de diffusion collective est plus riche : 2 pics
secondaires apparaissent de part et d'autre de la bosse principale, sur la figure (1) :
Il s'agit de mode sonores, qui cette fois-ci se propage a la vitesse du son par rapport
a I'écoulement supersonique lui-méme.

Comme mentionné précédemment, ces 2 techniques sont assez proches : Les 2
mesurent la vitesse par effet Doppler sur un diffuseur. Pour I'anémomeétrie Doppler,
le diffuseur est une particule plus grosse ensemencée dans I'écoulement. Pour la
diffusion collective, ce sont les fluctuations propres a I'écoulement.
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7 Diffusion collective et
fluctuations dans divers milieux

Ce chapitre présente l'application de la diffusion collective a d'autres milieux que
les écoulements d'air turbulents de laboratoire.

Deux natures différentes de milieu sont observés par diffusion collective : les gaz,
par diffusion Rayleigh, et les plasmas, par diffusion Thompson. Si les 2 phénoménes
de diffusion sont différents, dans les 2 cas le signal de diffusion informe sur le niveau
de fluctuation de densité (moléculaire ou électronique) a I'échelle de la diffusion.

7.1 Milieu ionosphérique

1.a lonospheére

Rayonnement UV et lonosphére
L'ionosphére est la partie ionisée de la haute atmosphére autour de 300 km
d'altitude. Cette ionisation est due a l'interaction du rayonnement UV venant du soleil
avec les hautes couches, peu denses de I'atmosphére.

Vent solaire et magnétospheére

Artist Rendition of Solar Wind
Created by: K. Endo

f Photo Courtesy of Prof. Yohsuke Kamide Mational Geophysical Data Center

L'activité du soleil est la source, outre de son rayonnement, de nombreux
processus affectant I'environnement terrestre, tel le vent solaire qui est un flux
permanent de particules chargées issues de la couronne solaire. L'interaction du
vent solaire sur le champ magnétique terrestre, confine ces particules dans une
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cavité de grandes dimensions autour de la Terre : la magnétosphére.

A lintérieur de la magnétosphere, comme les particules chargées suivent les
lignes de champ magnétique, l'interaction du vent solaire aux limites de la
magnétosphére a des conséquences sur l'ionosphére.

Aurores boréales (et australes)

Aurore boréale vue de la navette spatiale Discovery - NASA

Comme les lignes de champ magnétique interceptent principalement la surface
terrestre a proximité des pbles magnétiques, ce sont sur des couronnes autour des
ces poles que l'activité de l'ionosphere due au vent solaire est la plus intense.

Les aurores boréales (et australes) sont des indicateurs de l'augmentation de
I'activité du soleil en surface.

1.b Observation par radar HF

Irrégularités
d'ionisation

lonosphére

JC Cerisier et al. SF24 (2002)

Pour observer la dynamique du plasma de lionosphére, des radars HF sont
utilisés. L'antenne sert a la fois d'émetteur d'une onde HF, dans la bande 8 a 20
MHz, et de récepteur de I'onde qui sera rétro-diffusée par le plasma ionosphérique.
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L'antenne est constituée d'un réseau de cables rayonnants, déphasés les uns par
rapport aux autres.

Le radar fonctionnant en rétro-diffusion, la gamme de longueurs d'onde de
diffusion observée va de 0,3 a 30 m.

L'onde émise a une inclinaison initiale de 15°. La réfraction de l'onde dans
l'lonosphére diminuera cet angle. En jouant sue le déphasage entre les lignes, on
peut modifier I'angle dans le plan horizontal d'émission de I'onde, dans une plage de
30°, avec une résolution angulaire de 2°.

Le radar émet des impulsions courtes. Le délai laissé entre I'émission et la
réception permet une localisation en distance, avec une résolution de 40 km sur une
distance totale de 3 000 km. Pour chaque distance, l'information de I'amplitude et de
la phase du signal de diffusion est récupérée.

L'observation de I'ensemble de la zone couverte est répétée toutes les 3 ms, afin
d'enregistrer la dynamique du signal de diffusion.

60 70

SUPERDARN PARAMETER MAP - 80 27 FS%T“’ 2001
KERGUEPEN: vel : 11.5930 ¥

\
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-51
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JC Cerisier et al. SF24 (2002)

La figure précédente donne la mesure de la vitesse, obtenue par effet Doppler, a
un instant donné. Les vitesses négatives correspondent a un mouvement en
direction du radar. Les zones sans valeur de vitesse correspondent a des signaux de
diffusion d'amplitude trop faible pour pouvoir mesurer la vitesse par effet Doppler.
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1.c Réseau SuperDARN : cartographie des poles

SuperDarn

Afin de pouvoir observer simultanément I'ensemble des 2 couronnes aurorales
autour des pbles magnétiques, un réseau de radars HF a été mis en place par une
collaboration internationale : SuperDARN (Dual Auroral Radar Network).

Chaque zone est couverte par 2 radars dont les visées sont perpendiculaires afin
de pouvoir mesurer les 2 composantes horizontales de la vitesse des fluctuations.

13 Jan 2000 14:30:00 - 43200 UT

1000
g1 kY 04 nT

SuperDARN G ——'"'"thtp:ﬁsuperdarn‘jhuapkedu
JC Cerisier et al. SF2A (2002)

La figure ci-dessus montre une reconstruction du champ de vitesse dans la
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couronne autour du pdle magnétique de I'hnémisphére nord. On observe la présence
de 2 cellules de convection.

7.2 Fluctuations dans les tokamaks

Pour atteindre les conditions de la réaction de fusion nucléaire, Il faut chauffer le
combustible, un plasma deutérium-tritium, a des températures de l'ordre de 100
millions de degrés. Un moyen envisagé pour y arriver est d'utiliser un confinement
magnétique des particules. Le tokamak est la configuration magnétique la plus
répandue [Wesson2004, Freidberg2008]. Dans ces enceintes, le confinement est
dépendant d'une micro-turbulence présente dans la plasma. La diffusion collective
est I'un des principaux diagnostics pour observer cette micro-turbulence au cceur du
plasma.

2.a Fusion contrélée par confinement magnétique

Réacteur de fusion
La réaction de fusion nucléaire dont les conditions sont les plus faciles a atteindre
est la réaction deutérium-tritium. Cette réaction produit un noyau d'hélium et un
neutron, avec une énergie de 18 MeV, portée a 80% par le neutron.

D+T —» He+n+18 MeV

Afin de pouvoir aller au dela de la barriere de répulsion électrique entre les 2
noyaux de deutérium et tritium, chargés positivement, ces noyaux doivent
initialement avoir une grande quantité d'énergie. Comme la section efficace de
collision est tres faible, on ne peut réaliser la réaction de maniére efficiente par
l'interaction du faisceau d'un élément sur une cible constituée de l'autre élément. La
réaction ne peut étre obtenue qu'en chauffant une masse du mélange de la réaction.
L'intensité de la réaction va dépendre de la température et la densité de ce mélange.
Afin que la puissance produite par la réaction soit supérieure a la puissance
apportée au plasma pour le maintenir en température, le confinement du plasma doit
étre bon. Ce confinement se caractérise par le temps, défini comme le rapport de
I'énergie emmagasinée par le plasma, sur la puissance de chauffage nécessaire
pour maintenir cette chaleur.

Tokamak et confinement magnétique

Afin d'obtenir un bon confinement, I'idée a été d'utiliser un champ magnétique pour
maintenir les noyaux et les électrons chargés du plasma a distance des parois de
I'enceinte. L'énergie leur sera ensuite apportée principalement par des ondes
résonantes avec leur mouvement cyclotronique. Afin que les lignes de champ
magnétique se referment sur elle-méme, I'enceinte a une forme de tore (en gris sur
figure ci-dessous). L'enceinte est entourée de bobines (en bleu clair sur la figure)
afin de créer un champ magnétique toroidal, c'est a dire de forme circulaire qui suit
I'axe principal de I'anneau.
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Bobines
de
champ
toroidal

P-A Gourdain

Comme le champ magnétique est nécessairement courbé, les particules chargées
subissent une dérive centrifuge par rapport a ces lignes de champ. Pour éviter cette
dérive, une équipe russe en 1968 a eu l'idée d'induire un courant lui aussi toroidal
dans le plasma. Pour produire ce courant, un solénoide est placé au centre du tore
(en marron foncé sur la figure), Un matériau magnétique (en marron clair) guide
I'induction de courant toroidal a lintérieur du plasma, suivant le principe du
transformateur. Ce courant toroidal crée un champ magnétique secondaire qui
donne aux lignes de champ magnétique une forme hélicoidale (en bleu foncé sur la
figure). Cette forme des lignes de champ a pour effet que la dérive n'emmeéne plus
inexorablement les particules vers la paroi. Le confinement magnétique s'est révélé
bien meilleur.

2.b Confinement et transport

Lors de la construction de tokamaks plus grands, il a été observé que le gain de
confinement n'a pas été aussi élevé que celui prévu par les théories de transport
dites néoclassiques, pour lesquelles le transport se fait par collisions des particules
entre orbites proches. Comme le montre la simulation récente sur la figure
ci-dessous [Lee2006], il apparait au sein du plasma une micro-turbulence, créant un
transport a I'échelle du centimétre. Ce transport induit une diffusion plus rapide des
particules du centre vers le bord du plasma [Doyle2007].
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W Lee et al. JoPCS (2006)

Le tokamak ITER

Comme ce transport turbulent détériore le confinement du plasma, il a fallu
envisager des tokamaks de taille plus importante afin de d'obtenir un rapport élevé
de la puissance produite par fusion sur la puissance a fournir pour maintenir la
température du plasma. C'est la raison pour laquelle le tokamak ITER, construit a
cet effet, aura une taille si imposante, comme le montre le schéma ci-dessous (la
taille humaine est donnée par le personnage en bleu en bas). Le tore aura un grand
rayon de 6 m et un petit rayon de 2 m. Le champ magnétique toroidal sera de 5,3 T.
Le courant toroidal sera de 17 MA. La puissance de chauffage sera de 70 MW, pour
une puissance produite par fusion attendue de 500 MW.
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2.c diffusion collective et micro-turbulence

La diffusion collective a été utilisée dans les plasmas de tokamaks dés les années
1970 [Luhmann1985]. Dans le tokamak TFR, des diagnostics de diffusion collective
ont permis d'observer cette micro-turbulence. TFR était une machine de taille encore
modeste : grand rayon de 1 m, petit rayon de 20 cm, un champ magnétique toroidal
de 6 T, un courant toroidal de 0,5 MA, une puissance injectée de l'ordre de 2 MW.

La figure ci-dessous, issue de mesures sur TFR, montre la corrélation entre le
niveau de turbulence, obtenu par diffusion collective, et linverse du temps de
confinement de I'énergie, calculé par un bilan global énergétique du plasma. La
figure montre les résultats obtenus pour 2 temps différents de confinement.

R, z

| e
TE (S7) 7 _\

100—

50

0 ] | | ! | | |

Montages laser et micro-ondes
Le montage optique de diffusion collective utilisé sur les tokamaks est trés proche
de celui utilisé pour l'observation de la turbulence fluide par un laser CO; .
Néanmoins, comme les échelles de la turbulence sont plus grandes, des télescope
sont utilisés pour pouvoir atteindre des angles de diffusion plus petits. Les faisceaux
optiques traversent la chambre de bas en haut, comme indiqué sur la figure
ci-dessous, en application sur le tokamak Tore Supra.

Le tokamak Tore Supra est un tokamak actuellement en activité. Son grand rayon
est de 2,25 m, son petit rayon de 70 cm, Son champ magnétique toroidal est de 3,8
T, son courant toroidal est de 1,5 MA. La puissance injectée est 12 MW. |l fut la
premiére machine de sa taille a avoir des bobines supra-conductrices pour générer
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le champ magnétique toroidal, et une enceinte activement refroidie, qui permet
d'effectuer des plasmas a longue durée, sans que I'enceint ne chauffe continument.

détecteur \

laser / /

co,

Ce montage laser a permis les observations telles que celles exposées ci-dessus
pour TFR, mais il a linconvénient que le volume d'observation traverse toute la
section de la machine, et ne permet pas de localiser la mesure.

En revanche, il a été observé que les diagnostics micro-ondes utilisés pour la
réflectométrie, permettait aussi I'observation par diffusion collective du plasma, dans
une zone localisée prés de la couche de réflexion du plasma [zou1999]. En effet, le
plasma réfléchit une certaine gamme de faisceaux micro-ondes, en fonction de sa
densité électronique, voir du champ magnétique. Comme l'indice de réfraction de
I'onde varie de maniére importante dans le plasma pour ces ondes, il est nécessaire
de simuler la propagation du faisceau micro-onde dans le plasma pour connaitre la
localisation et le vecteur d'onde de diffusion.

Le schéma ci-dessous montre |'application de ce diagnostic sur le méme tokamak
Tore Supra. Du fait de son origine, ce diagnostic est communément appelé
réflectométrie Doppler, bien que le phénoméne en cause soit en fait la rétrodiffusion
collective.
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Antenne
Micro-onde

Rétrodiffusion Doppler

P. Hennequin
Ce diagnostic permet une mesure localisée de l'intensité, et de la vitesse de
rotation poloidale (dans la direction du vecteur d'onde) de la micro-turbulence du
plasma.
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Par exemple, il a permis une mesure fine du spectre en nombre d'onde de la
turbulence, comme le montre la figure ci-dessous. Le nombre d'onde est ici

normalis€ a une échelle caractéristique du mouvement cyclotronique, p,

[Vermare2011]. A la différence de la turbulence de I'air, ce spectre en k ne suit pas
une loi de puissance sur I'ensemble des nombres d'onde, mais semble plutét proche
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de lois exponentielles.

7.3 Fluctuations dans les propulseurs a effet
Hall

Les propulseurs a effet Hall sont des propulseurs spatiaux de petite taille
(typiquement de l'ordre de 10 cm de cété). Ces propulseurs sont utilisés pour
corriger les orbites des satellites, ou pour diriger les sondes spatiales. Dans le
fonctionnement de ces propulseurs, des fluctuations millimétriques semblent jouer
un réle décisif pour expliquer le transport des électrons. La diffusion collective a
récemment permis d'observer pour la premiére fois ces fluctuations.

3.a Propulseur a effet Hall

Afin d'optimiser la poussée d'un propulseur, en limitant au minimum la masse
éjectée, il faut donner une vitesse maximum au gaz propulsé. Une solution est alors
d'ioniser ce gaz et d'utiliser un champ électrique accélérateur pour donner la plus
grande impulsion aux ions du plasma. L'application la plus simple de ce principe est
d'utiliser 2 grilles a des potentiels différents. Le gaz est ionisé par micro-ondes en
amont de la premiere. La seconde grille les accélére. L'inconvénient de ce systeme
est de nécessiter une alimentation complexe pour ioniser le gaz.

A. I. Morozov a remplacé ce systeme d'ionisation avec les 2 grilles par un champ
magnétique [Morozov2000, Zhurin1999]. Le schéma ci-dessous montre le
fonctionnement {Barral2004].

Une tension est maintenue entre une anode, a l'intérieur au fond d'un canal du
propulseur, et une cathode placée a l'extérieur. La cathode creuse produit des
électrons. Ces électrons sont attirés par I'anode au fond du canal. Un plasma étant
un milieu conducteur, la chute de potentiel entre I'anode et la cathode est localisée a
proximité des électrodes. Afin de localiser cette chute de potentiel en sortie de canal,
un champ magnétique radial est créé a cet endroit. Ce champ magnétique confine
les électrons a l'entrée du canal (par le guidage des lignes de champ). Ce
confinement en limitant la conductivité des électrons, permet de localiser le champ
électrique accélérateur dans cette zone, remplacant ainsi la présence des grilles. Ce
confinement des électrons favorise aussi l'ionisation du gaz au fond du canal. Ce
systéme permet donc l'ionisation et I'accélération des ions (le champ magnétique
n'est pas suffisamment fort pour confiner aussi les ions).

Le canal a une forme circulaire, car le champ magnétique radial et le champ

électrique axial induisent une dérive de champ croisé (c'est I'effet Hall). Les électrons
ont alors un mouvement azimutal dans le canal.
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Magnetic & ;
coils :

Ces propulseurs permettent des poussées de l'ordre de 'ordre de 100 mN, pour
un flux de gaz de l'ordre de 5 mg/s.

La photo ci-dessous montre le propulseur en fonctionnement.

cathode chambre a décharge

faisceau d’ions

plasma

Snecma

Le fonctionnement du propulseur dépend de la conductivité des électrons dans le
canal. Cependant, le transport des électrons a travers les lignes de champ
magnétique est plus grand que le transport propre aux collisions. Ce transport
pourrait étre lié a des fluctuations millimétriques prévues dans la direction azimutale.
Ce transport anormal rend plus difficile la simulation du fonctionnement du
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propulseur.

3.b Banc laser a haute sensibilité

La diffusion collective a permis d'observer ces fluctuations [Tsikata2009]. Le
montage laser CO. pour l'observation de la turbulence de l'air est adapté pour
l'observation du plasma en sortie de propulseur. Il nécessite néanmoins une
sensibilité plus grande. Ce montage a un laser de 40 W, des miroirs avec un dép6t
d'or pour limiter les pertes (1%), un détecteur avec une bonne efficacité quantité
(70%), associé a une acquisition a haute résolution (14 bits), et une grande
profondeur mémoire.

La photo ci-dessous montre l'installation de ce banc laser sur le banc d'essai des
propulseurs PIVOINE.

3.c Modes azimutal et axial

L'observation du plasma en sortie de propulseur a mis en évidence 2 modes de
fluctuation différents : un mode azimutal et un mode axial.
Mode azimutal
Pour le mode azimutal, le vecteur d'onde est dirigé essentiellement dans la
direction azimutale du canal, suivant la dérive de champ croisé des électrons.

----------- e d

‘ﬁ ........... @k
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La figure ci-dessous montre la différence entre les spectres avec (PL+PB+LO) et
sans faisceau primaire (PL+LO).
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La relation de dispersion montre la variation de la fréquence moyenne du pic du
spectre, avec le nombre d'onde. C'est une loi linéaire dont la pente, la vitesse de
groupe, est de 3,4 km/s.
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Mode axial

La direction du mode axial est suivant I'axe du propulsion des ions. Il a une
ouverture angulaire plus grande. |l a pour vitesse de groupe, une vitesse proche de
celles des ions propulsés.
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Des modes tres étendus spatialement
La figure ci-dessous montre que ces modes azimutal et axial sont présents loin
derriére le propulseur ; jusqu'a 10 cm en aval pour le mode azimutal, et jusqu'a 30

cm pour le mode axial.
5
10

ola, TF = :

e Ye® <4
F10° R ]
h e

10° N _k> v
10’ : J ! -
0 100 200 300 400

Distance from motor exit plane (mm)

7.4 Autres applications

4.a Hélicon
L'observation par diffusion collective est possible dans des plasmas de taille plus
modeste : I'hélicon. Un test de faisabilité a été effectué sur le réacteur HELIX
[hardin2008]. Les paramétres du plasma sont proches du propulseur, La température
électronique est de quelques électrons-Volt. La densité électronique est proche de

10°m™ .

Diffusion collective et fluctuations dans divers milieux 101



8 Annexe : propriétés des variables
aléatoires continues

La premiére section de cette annexe rappelle quelques définitions et propriétés
concernant les variables aléatoires continues. La seconde traite des couples de
variables aléatoires.

8.1 Variable aléatoire continue

1.a Définition et exemples
Définition
Une variable aléatoire continue X est définie par :
un intervalle continu de valeurs V' (typiquement IR ou un intervalle de IR )
une densité (ou distribution) de probabilité P , fonction (ou plus généralement

distribution) définie de ¥V vers IR™ , intégrable ( fx,n(V)P(x’)dx’ existe
pour tout x€/V ), et telle que fVP(x)deI
P(x)dx est la probabilité de trouver la variable X entre les valeurs x et

x+ dx .

Par raccourci, de maniére impropre, on identifie souvent la variable aléatoire X
et une de ces réalisations x .

Exemples
Les formes les plus communes de densité de probabilité sont les suivantes (
a€R et peR™™ ).

La distribution exponentielle, définie sur R* :
P(x)=be ™

La distribution de Lorentz (ou Cauchy), définie sur IR :
1 b

Plx)==—FF—

( ) JT (x—a)2+ bz

La distribution gaussienne (ou normale), définie sur R :
P(x)z 1 e—(x—a)/Zb

2nwh
1.b Moyennes et moments

Dans la suite, nous considérons les distributions de probabilité définies pour les
réels.

Nous pouvons définir, a condition que les intégrales suivantes convergent, les
valeurs suivantes :

la moyenne (ou valeur moyenne) de la distribution u,

(=[x P(x)dv=p,
plus généralement, la moyenne de la fonction f sur la distribution :
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x)>“=ff(x P(x)dx

le m moment de la distribution (pour meIN" ):

<xm>=f x" P(x)dx
la variance (ou dispersion, ou écart quadratique moyen) :
2 /.2 2

o, =(x")—=(x)

L'intégrale définissant les moments n'est pas forcément convergente : par
exemple pour la distribution de Lorentz, seul le premier moment, la moyenne, existe.
La variance, et les moments suivants, n'existent pas.

1.c Fonction caractéristique
Définition

La fonction caractéristique d'un variable aléatoire est la transformée de Fourier de

sa distribution :

:feikxP(X)dX:<€ikx>

Les propriétés de la densité de probabilité induisent les propriétés suivantes pour
la fonction caractéristique :

G(0)=1
et,

G(k)<1

Pour la distribution de Lorentz, la fonction caractéristique a pour forme :
G(k):eika—blkl
Pour la distribution gaussienne :
G(k):eika—b2k2/2
La fonction génératrice des moments

Si tous les moments de la distribution existent, la fonction caractéristique se
développe suivant la série :

Gk)=1+ik(x)—% < 2y +(’k) (5"

La fonction caractérlsthue est dite etre la fonction génératrice des moments.
1.d Les cumulants

Les cumulants K, de X se définissent a partir du développement du logarithme
de la fonction caractéristique de X :

2 .7 \m
logG(k)zz‘kKl—k? Kyt (ik)

K

! mee

Les cumulants sont des fonctions algébriques des moments. Les quatre premiers
s'écrivent :
=(x)=u,
=(x")=(x)’=0
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3 2 3
K3 =(x7) =3 (x7)(x)+ 2 (x)

4 3 2.2 2 2 4
K= (x7)—4(x7)(x) =3 (x")+ 12{x7)(x) =6 (x)

Le premier cumulant est la moyenne. Le deuxieme cumulant est la variance, qui
est aussi le carré de I'écart type, O, .

Pour la distribution gaussienne, par identification de la forme de logG(k) , on
trouve : K,=a , K,=b et K,=0 pour m=>3 .

A la différence des moments, les cumulants, a partir du deuxieéme, ne dépendent
pas du centrage de la fonction : si on décale la variable aléatoire x de a
quelconque, x'=x—a , la distribution de probabilité vérifie : P ’(x):P(x—a) :
La fonction caractéristique est modifiée alors par: G '(k)=G(k)e % . Alors seul
le premier terme du développement en série du logarithme de la fonction
caractéristique est modifi¢ : K,'=K,—a , etpourtout m=>2 , K,'=K, .

La variable centrée associée a x , souvent notée X , définie par X=x—{x)
simplifie alors le calcul des cumulants a partir des moments :

K,=0

~ ~2 2
K,=K,=(X")=0,

~ ~3
K=K, =(X7)

~ ~4 ~2\2
K, =K,=(X")—3(X")

Le calcul des cumulants effectué a partir de la variable centrée, montre que le
troisieme cumulant sera non nul, a condition que la distribution P ne soit pas
symetrique par rapport a sa moyenne : on définira le coefficient de dissymétrie de la

distribution (en anglais : skewness) en normalisant ce troisieme cumulant par le cube
de I'écart type :

y _s_ (%)
Lol o

Le quatrieme cumulant sera strictement positif si les valeurs éloignées de la valeur
moyenne ont un poids important par rapport a celles proches, comparativement a la
distribution gaussienne : on définira le coefficient d'aplatissement de la distribution
(en anglais : kurtosis) en normalisant ce quatrieme cumulant par une puissance de
I'écart type :

~4
ym =)o
== _
of ol

X X

8.2 Variables aléatoires couplées

2.a Variables aléatoires couplées et indépendance

Cette section introduit la notion de n variables réelles aléatoires x;, ... x, ,
définies sur n intervalles réels V', ... V', . Elles sont couplées par la distribution
de probabilité a n variables, P(xl,...,xn) , définie de (Vl,...,Vn) vers R"
intégrable et vérifiant :
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fVl ...JﬂVnP(xl, e X, )dx,dx, =1

La loi marginale pour chaque variable P, est la distribution de probabilité propre

a chaque variable, ne sachant rien de la valeur des autres variables. Elle se déduit
de la distribution globale par intégration sur toutes les autres variables :

P, (xl):fvz an P(x,,...x,)dx,...dx,
Pz(xz):fVl st an P(x,,...x,)dx, dx,...dx,

Indépendance
Les variables X, a Xx, sontindépendantes si :
V(xlg...,xn)E(Vl,...,Vn) P(x,, .., x H P

Probabilité conditionnelle
Par simplicité d'écriture, nous nous limiterons a 2 variables. La notion se
généralise aisément a n variables.
La probabilité conditionnelle, P(x1|x2) , est la probabilité de Xx; connaissant la
valeur de la seconde, X, . Elle vaut:

Pl )=

La probabilité conditionnelle vérifie :
fVl P(x|x,)dx,=1

Les variables x; et X, sontindépendantes si et seulement si
X, X,indépendantes = V(x,, x,)€(V,,V,) P(x,|x,)=P,(x,)

2.b Fonction caractéristique, moments et cumulants

Moments

En plus des moments propres a chaque variable, il est possible de définir des
moments croisés entre variable :

L X)= f f X" xP(x,, ..., x,)dx, .. dx,

Llnegallte de Cauchy—Schwarz implique que pour tout couple de variables
aléatoires (si les moments existent d'ordre 2 existent) :

2 2 2
<x1x2> S<xl><xz>
La notion de fonction caractéristique se généralise aussi aisément
_ ikyx+..+ik,x,
ki, ""kn)_-[r/l IV e P(x,,...x,)dx,..dx,

Si les variables sont indépendantes, la fonction caractéristique de la somme de
variables indépendantes est le produit des fonctions caractéristiques de chaque
variable :

X,..X ,indépendants = G, +X H Gy

La notion de cumulants peut aussi se generallser au cas multldlmensionnel, en
développant en série le logarithme de la fonction caractéristique sur I'ensemble des
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variables. Les cumulants d'ordre m forment une matrice de taille "

Les premiers cumulants sont au nombre de n : ce sont les moyennes suivant
chaque direction :

Hu=(x,,)
Les seconds cumulants forment une matrice de taille n® , appelée matrice de
variance. Ces éléments valent :
O-ml:<xmxl>_<xm><xl>
Cette matrice est symeétrique.

Les termes diagonaux sont les variances propres a chaque variable. Les termes
non diagonaux sont appelés covariances.

Si la covariance de 2 variables est nulle, on dit que ces variables sont non
corrélées. Des variables indépendantes sont toujours non corrélées. Mais l'inverse
n'est pas vrai : la condition d'indépendance des variables est beaucoup plus
restrictive que la notion de corrélation de leurs valeurs.

On introduit la notion de coefficient de corrélation :

_ (e)
pml_

ml
0,0,
Du fait de l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
ES
Loi de probabilité gaussienne a plusieurs variables
La forme gaussienne de la loi de probabilité peut se généraliser a n dimensions.

Le vecteur )‘c=(xl, xn) regroupe I'ensemble des variables aléatoires. La forme
gaussienne est déterminée par le vecteur des moyennes ,BZ(,ul,...,,un) et par la
matrice de variance, X , définie positive :

P()_c): 1 —(x—p).27"(z—m)/2

(2ﬂ)n/2d€f(2)1/2
La fonction génératrice de la loi gaussienne multidimensionnelle s'écrit pour le
vecteur k=(k,,..., k,)

G(;}):ei/}.ﬁ—/}.z.%m
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9 Annexe : propriétés du spectre
d'un signal de puissance finie

Energie ou puissance finie
Le terme de spectre (ou densité spectrale) est utilisé de maniere équivalente pour
deux types de signaux de nature différente : ceux a énergie finie et ceux a puissance
finie.
Signal a énergie finie
Le signal u(t) a énergie finie correspond au cas, le plus usuel, ou I'énergie (la
variance du signal) intégrée sur tout lI'espace converge :
22 u(t ) dt <400
On peut alors appliquer I'analyse de Fourier classique. Nous la rappelons dans la
premiere partie.
Signal de puissance finie
Cette analyse n'est pas possible, dans le cas ou I'énergie de la fonction diverge.
Ce sera pour nous typiquement le cas pour les signaux temporels issues de la
diffusion sur la turbulence a flux continu s(z) :

[Z2]s (1) dr=++oo

Néanmoins, si la moyenne temporelle du carré du signal a une limite finie quand la
durée d'intégration tend vers l'infini, nous allons pouvoir adapter I'analyse de Fourier
et donner une nouvelle définition du spectre :

. 1 ¢T/2 2
lim =77, |s ()] dt <+o0
T—+o0
Nous parlons alors de signal a puissance finie.

La notion de spectre et de corrélation étant commune aux deux types de signaux,
mais avec des définitions et des propriétés différentes, le lecteur doit étre attentif au
type de signal auquel la notion s'applique.

9.1 Fonction a énergie finie
1.a Transformée de Fourier, autocorrélation et spectre
La transformée du Fourier du signal est donnée par :
i(w)=["u(t)e dr
Son expression dans le domaine fréquentiel différe :
i(f)=fu()e™™ di=ii(2m 1)
Le spectre est défini par le module au carré de la transformée de Fourier:
U(w)=li(w)’
Nous définissons la corrélation temporelle du signal par :
Clo)=J" u"(t)ult+7)dr

Il existe alors une relation directe par transformée de Fourier entre la corrélation et
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le spectre :

s(f)=[ " drc(r)e™

La relation entre les deux se retrouvent par changement de variables a l'intérieur
des intégrales. Le calcul est équivalent a celui pour les signaux a puissance finie que
nous verrons plus loin.

La relation de Parseval appliquée aux signaux a énergie finie, donne :
+o0 2 +o0
| lufdr=co)=]  v(r)df
1.b Relation d'incertitude

Une propriété importante de la transformation de Fourier est la relation
d'incertitude. Elle découle de l'inégalité de Cauchy-Schwarz [Appel2008]. Elle est

applicable si les intégrales fi: lu(e)] dr et fi: u' (1) dr existent.

Dans ce cas, les variances :
2\ __ 1 +oo 2 2
()= [ (0] dr
et:
2 1 o 2|Aa 2 16m* o | 2
(W >:—ft:|a(w)|2dwﬁ°°w |u(00)| dw:—tyu{;)% J72 u (t)| dt

veérifient la relation :

() )z

De plus {(#*){w*)=1/4 si et seulement si u(f) est une fonction gaussienne
centrée.
Il faut noter que (¢*) et (w’) sont calculer & partir de l'intégrale des carrés des

fonctions :  |u(7) et |a(w)

Pour une fonction gaussienne de variance o :

—t*20?

u(t)=e
la transformée de Fourier est aussi gaussienne :
A _ _(,020-2/2
nlw)=e
Les 2 largeurs sont la moitié des des variances des gaussiennes :
2
2 0}
(7)==
2
et
a1
<(D >_ 2

20
La relation d'incertitude est alors bien dans ce cas une égalité.

En conséquence pour l'autocorrélation et le spectre, plus l'autocorrélation aura
une largeur étroite en temps, plus le spectre sera large en fréquence.
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9.2 Signal a puissance finie

2.a Spectre d'un signal de puissance finie

Les signaux temporels que nous manipulons, comme le signal de diffusion
collective appliquée a la turbulence sont des signaux temporels aléatoires. Ces
signaux étant continus dans le temps, I'énergie d'un tel signal s(¢) diverge :

[ s () di=+o0
On ne peut alors pas calculer de spectre par la transformée de Fourier pour tous
les temps.

En revanche, leur puissance, la moyenne temporelle sur une durée finie, est finie.
On peut alors définir la variance temporelle du signal par :

Us(e)Py=tim "7, s (1) at 9.1)

T—-+o©

Pour analyser les fréquences du signal, nous pouvons effectuer une transformée
de Fourier sur une durée arbitraire 7T :

Sp(w)=] s(t)e’" dt

Nous utiliserons aussi I'expression en fonction de la fréquence :
SvT(f):fT S<t)ei2ﬂftdt:SAT<2“f)

Nous introduisons le spectre fréquentielle du signal :

S(w)= Tim ~ |5, (w)f 9.2)

T —+o0

La normalisation du spectre est 1/7 etnonen 1/7* .En effet, pour 2 intervalles
de temps distincts 1,=[7,T'] et I,=|T',;T''] qui ne sont pas corrélés, le
module de carré de s(w) sur l'union des 2 intervalles de temps s'écrit :
S{ea(w)P=(8) () +85(w) (57 (w)+55 (w))
aprés développement :
siea(@)P=]s) (0 )+ 5, (0)P+ 2R (5, (0) s (o))

A

Pour des intervalles non corrélés, §,(w)s,(w)=0 :

A 2|~ 2 A 2
S1+2<U))| —|51(U))| + |52((U)|

Les modules au carré de ST(u)) sur des intervalles non corrélés, s'ajoutent. Sur
des temps T , bien plus grands que le temps corrélation du signal s(z) , le module

, A 2 a . . s s
au carre |ST(00)| ne croit alors pas comme T , mais augmente linéairement
avec letemps T .

2.b Autocorrélation temporelle et spectre fréquentiel

Relation entre autocorrélation et spectre

Pour les signaux a puissance finie, l'autocorrélation et le spectre sont liés par
transformée de Fourier.

L'autocorrélation temporelle du signal s(¢) s'écrit :
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1 72
C(t)= lim ?f s*(¢)s(t+7)dt (9.3)

-T/2
T -+

Le spectre peut s'écrire :

S(f):Tlim % TR st e T dr [T s(r) e dr
— +o0

Les 2 intégrations sont imbriquées :
S(f)=tlim +[77, 170, 5" (t)s(t')e*™ " drar
T—+x
Un changement de variable est nécessaire: t'—= Tt T=t'—t dTt=dt’
S(f)= lim fT min TﬁZIim) s“(t)s(t+t)e”™ " drd T
T—>+oo
Les facteurs sont réorganisés :
S(f)=lim [, (%IZ?;((_TﬁZ:;T/z)S*<Z‘)S(Z+T)dl‘)ei2“deT
T—+ow

D'ou la relation entre le spectre fréquentiel et I'autocorrélation temporelle :
+o0 .
:f_oo dtC(t)e™" (9.4)

Formule de Parseval

L'équivalent de la formule de Parseval pour les signaux a énergie finie permet de
relier la moyenne temporelle du signal a l'intégrale du spectre :

. 1 pT2 ) +00
Tlgjf o lsoFdr=c0)=]"_s(f)df (9.5)
Relation d'incertitude
Il n'y a pas d'équivalent a la relation d'incertitude pour les signaux a puissance
finie. Néanmoins, comme le spectre est la transformée de Fourier de
I'autocorrélation, la relation d'incertitude put étre appliquée a l'autocorrélation : elle
donne alors une relation entre la largeur de l'autocorrélation et la largeur du specitre.

110 Annexe : propriétés du spectre d'un signal de puissance finie



10 Annexe : Le mode gaussien
10.1 Le mode gaussien

La description des faisceaux par un profil gaussien de taille (waist en anglais)
constante n'est qu'une expression approchée d'un mode fondamental de
propagation d'une onde électromagnétique, valable en champ proche.

Comme ce mode a une extension spatiale finie, par les lois de la diffraction, elle
doit diverger en champ lointain. Nous rappellerons les lois de la diffraction. Elle nous
permettront d'étudier I'effet d'un diaphragme sur le faisceau.

Nous verrons aussi comment établir la forme de ce mode a partir des équations de
Maxwell. Nous décrirons dans la section suivante les propriétés de ce mode : sa
divergence. Cette solution par une équation de proche en proche nous permettra
d'aborder la transformation de ce mode par une lentille.

1.a Premiére approche : La diffraction de Fresnel

Les lois de la diffraction s'appliquent pour une onde monochromatique de
pulsation w,; a polarisation linéaire. Elles s'appliquent a la partie spatiale du champ
électrique (ou magnétique) de l'onde :

E(7,6)=R(E, (7).

La diffraction, permet de calculer la forme du champ scalaire en aval ( z>0 ) du
plan initial, directement a partir de la valeur du champ dans le plan initial ( z'=0 ).

La valeur du champ dans le plan initial est donnée : Il s'agira d'une onde plane a
profil gaussien de taille w :

E,(r,z)=E,,e

Comme nous le verrons plus loin, la taille faisceau gaussien diverge depuis le plan
ou l'onde est plane : ce plan initial est également appelé le plan de pincement du
faisceau gaussien.

Principe de la diffraction d'Huygens-Fresnel

Suivant le principe de la diffraction d'Huygens-Fresnel, chaque point du plan initial
est considéré comme une source. La valeur du champ est calculée comme la
superposition des ondes sphériques issues de chacune de ces sources ponctuelles.

La loi de Sommerfeld donne une solution approchée de I'équation d'onde dans le
vide, valable si la distance entre le plan initial et le point de mesure est grande
devant la longueur d'onde :

77>\,
Le champ électrique au point 7 est alors donné par la l'intégrale :
7'

2 2
—-r /WO

—>

—> _ 1 —> I" )é; lk|l’ —I’|
ff—oo 10 , ;:_;;;)2 € dx dy

ou, pour S|mpI|f|er I'écriture, nous notons :
r=xé tye tze,
r=xetye,
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Diffraction de Fresnel : approximation paraxiale
On se place dans l'approximation paraxiale, ou la dimension du faisceau dans le
plan initial a , et la distance du point de mesure a l'axe sont petites devant la
distance suivant I'axe :
22> (x—x")V+(y—y')
L'expression de la distance |7_,7 '| se développe au premier ordre :
2 2
x=x')  (y=y)
’~Z+< +
| 2z 2z
L'expression du facteur de décroissance des ondes sphériques centrées sur
chaque source, se simplifie comme le facteur de décroissance d'une onde sphérique
unique :
(7=7").2. 1
(7=7') =z

Cette approximation correspond a la loi de la diffraction de Fresnel :

=7

e Pk [(x—x P4y y P2z
E (x,y,z)= E (x',y',0)e " - dx'dy’
ooy 2 = [ Bl vn0) y
Cette approximation n'est a priori pas valide pour le profil initial gaussien : celui-ci
s'étend dans tout le plan initial. Néanmoins sa décroissance radiale est suffisamment
rapide pour pouvoir considérer que sa dimension est finie. Elle est proportionnelle a
la taille initiale du faisceau :

a=2w,

Nous justifierons plus loin le choix du facteur de proportionnalite.

Appliquée au profil gaussien du faisceau dans le pincement, la formule de la
diffraction de Fresnel permet de retrouver I'expression analytique de son expansion
suivant I'axe de propagation. Le résultat est le méme que la solution que nous
trouverons par la résolution de I'équation d'onde dans la section suivante.

Diffraction de Fraunhofer : approximation en champ lointain

On se place en champ lointain : la distance sur lI'axe z est grande devant la

longueur de Fresnel associée a la dimension du faisceau dans le plan initial a :

z>a’lN, .

N2 o 2 2 2 ' '
r=x) (y=p) X xT xx
2z 2z 2z 2z z z
La diffraction de Fresnel se reformule, en champ lointain, par l'intégrale de
Fraunhofer :

—ik,z

El-()(x,y,z>:el,?\‘z e—ik,.(x +y )/22]]‘ Ei()(x,’y,’O)eik,,(xx’—l-yy')/zdx,dy,

Les 2 premiers facteurs décrivent la forme de I'onde : la forme sphérique du front
d'onde et la décroissance en 1/z de son module.

L'intégrale s'écrit comme une transformée de Fourier suivant les 2 directions
transverses x et y :
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—ik.z
. ! —zk(x2+y) z 2y [ k. x kl-)/
Ei()(x’y’z)_i?\iz E 2’ 2 )0)
ou
ok, k,,0) ﬂ E,(x,y,0)e <k"x+kyy)dxdy

Le module du champ électrique en champ lointain ne dépend plus que de x et
y , atravers les angles dans chacune des deux directions transverses :

1 1~
|Ez0(x: V, Z)’:E‘Ei()<kigx’ kig}fa())‘
ou
€. =xlz
g =ylz

Du fait de cette transformée de Fourier, la largeur angulaire en champ lointain est
reliée la largeur du profil dans le plan initial par la relation d'incertitude :

(ke =
ou
2y = E,(x,y.0)fdxd
<X0> J*J‘ |Ei0 |d d ffx | )| xay
et

1 kz
i0 | )| dk, dk, '[f k2

Pour le profil gau33|en, cette inégalité devient une égalité : Le profil gaussien est
le profil pour lequel, a taille initiale fixée ( (x;) ), I'angle de divergence en champ
lointain est le plus faible.

Les variances ne sont pas calculées sur le champ lui-méme, mais son module au
carré : Ce sont donc les variances de la distribution de puissance électromagnétique
qui rentrent en compte ici.

Divergence gaussienne du mode gaussien

Pour le profil gaussien :

E,(k,, k,.0) ] dk . dk ,

2 2
—r’/
Ey(r,z)=E, e T
La distribution angulaire en champ lointain vaut :
—ik;z . 2, 2 2, 2\72. 274 2
T =ik (X)) 2z —(xT+y )k wyl 22
Eio(nyJZ)ZTm—l.?\'Z e

Diffraction de Fresnel a symétrie axiale
La formule de diffraction de Fresnel se simplifie si le profil dans le plan initial est a
symétrie axiale autour de I'axe de propagation €,

k‘ » 2
E, (r,z)=—e thiz grikirae (g (r",0)J,(k.rr'lz)e
i0 (IS

lZ

—ikr?2z
: r'dr’
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ou J, estla fonction de Bessel d'ordre 0, définie par :

_ 1 2 —ixcos0
JO(X)—E 0 e dG

1.b Equation de I'onde paraxiale

Equations de Maxwell
Pour retrouver la forme du mode gaussien, nous revenons aux équations de
Maxwell que nous appliquons a l'onde incidente. L'équation de Maxwell-Ampere est
appliquée dans l'air, décrit comme un milieu linéaire, homogene, isotrope, non
magnétique, non dispersif et sans perte. Le milieu est un espace libre, sans terme
source :

V/\l_éi(?,t):u()%zzeoﬁi(?,t)

gue nous associerons avec |I'équation de Maxwell-Faraday :
V/\Ei(?,t)z—%éi(?,t)

=V (* A(7)-V>17 |, lefait

En utilisant l'identité vectorielle @/\(6 ;1(;»’
5 (7,¢)=0 , ainsi que les relations

que dans le milieu est sans source V E(

1
€ HOZF et la définition de I'indice optique £=n" nous retrouvons I'équation

d'onde :

V2E,(F0)—2L e O F(7,1)=0

Equation d'Helmotz
Nous cherchons les solutions monochromatiques a la pulsation w, :

E7,0)=R(E (7))

La partie spatial du champ doit alors suivre I'équation d'Helmotz portant sur les
variations spatiales du champ :

A E_‘:'(1<7)+k12E;()<7):O
ou k,=nw./C estle nombre d'onde de I'onde & la pulsation w, dans le milieu
d'indice n .
Nous supposons qu'il existe des solutions a polarisation linéaire :
Ei()<?):Ei()(?)g

X

L'équation vectorielle est remplacée par une équation scalaire :
V2 Ei()<7;)+k2Ei()(7;):O

Cette équation a une solution simple, I'onde plane, homogéne dans tout I'espace :
Ei()(?):EfMe_iki.r

ou la direction de k, est quelconque.

1

Appliqué a tout I'espace, sauf un point origine quelconque, I'onde sphérique est
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aussi une solution :

A —ik
E,(F)="e i

Ces solutions occupent tout I'espace. Du fait de la diffraction, une onde confinée
dans I'espace ne conserve pas son profil original. Il n'y a pas de solution évidente ou
I'onde a une extension finie dans l'espace.

Equation de I'onde paraxiale
Nous cherchons alors plus généralement des solutions sous forme d'une onde
dirigée suivant la direction €. , avec un profil u,(7)

Ei()<7;):EiMu[(;)e_ikiZ :

EiM:max|Ei()(7;)| est la maximum du module du champ. Le profil est alors un
fonction spatiale sans dimension, qui doit alors vérifier alors max(ul.(7)):1 . Le
produit £, u(7) est I'enveloppe du champ El-o(7) :

Le profil doit satisfaire I'équation :

ﬁzui(7)—2ik,iui(7)=0
0z

On suppose que les variations du profil suivant I'axe de propagation sont lentes
comparé a la longueur d'onde :
ﬁzu, <2 ou,
oz° "0z

L'équation du profil se simplifie alors en I'équation d'onde paraxiale :

-

iui<?>_2iki%ui(7)zo

ou VZ correspond au laplacien dans la direction perpendiculaire a la
propagation :
- 2 2
Vi=§+%
1.c Solution de I'équation d'onde paraxiale
Forme symétrique de solution recherchée
Nous recherchons des solutions a symeétrie axiale de [I'équation
u,(7)=u,(r,z) ol r=\/x2+y2 . L'équation de I'onde paraxiale s'écrit :
%%(ra—arui)—%ki%ui:o
Nous recherchons des szoluztions qui s'approchent du profil gaussien uniforme
suivantz, y (r,z)=u,e Wi Celui-ci n'est pas solution de I'équation, car du fait
de la divergence naturelle, I'onde devient une onde sphérique a longue distance : la
forme doit inclure une taille dépendant de z , w(z) , et un terme de phase
décrivant la forme sphérique des fronts d'onde : e‘””z/”(zf . Du fait de la

divergence, et afin de conserver la puissance de I'onde, la normalisation doit aussi
dépendre de z, u,-o(z) . Nous allons rechercher des solutions de la forme :
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u(r,z)=u_(z)e Iw(zf =ik, 12 R(z)

L'équation de I'onde paraxiale va étre récrite une équation différentielle du premier
ordre sur les fonctions u,.(z) , w(z) et R(z) . Nous donnons les conditions
initiales dans le plan origine z=0 correspondant a un profil gaussien : I'onde a pour
taille w(0)=w, ; le front d'onde est plan : R(0)=+o0 . L'onde étant plane dans
ce plan, elle divergera a partir de celui. C'est dans ce plan que u,_(z) sera
maximum : u,_(0)=1 . Le profil initial s'exprime alors :

2 2
u,(r,z=0)=e fwe

Les paramétres p et q

Pour simplifier I'écriture, nous introduisons les 2 paramétres complexes p(z) et
g (z) pour séparer les variations sur I'axe, des variations radiales du mode.

p(z) est définie par:
uiz<Z):e_ip(Z>

La partie réelle de p(z) exprime donc la phase du mode le long de l'axe de
propagation. Sa partie imaginaire contient I'information sur I'amplitude du champ sur
I'axe.

Le paramétre ¢(z) est défini par:

1z

la partie réelle de 1/¢(z) décrie les variations radiales de la phase. Sa partie
imaginaire décrie la décroissance radiale de I'amplitude du champ.

1/q(z) s'exprime par :
l/q(z)ZI/R(z)—Zi/kiwz(z)
Le profil du mode s'exprime alors :

ui(r,z):e ip(z)—ik,r[2q(z)

Résolution par les parameétres p et q
Nous introduisons cette forme dans I'équation de I'onde paraxiale :

2, 2ik k,r’
L Y I L R |
q q dz 2q dz
soit, en réarrangeant les termes :
—k: k, —2ik,
g4y kAL ,=0
q 2q° dz q dz

Nous cherchons des solutions non triviales ( #,70 ), vérifiant I'équation pour tout

r . Les 2 facteurs entre parenthéses doivent alors étre nuls. Le profil doit alors étre
solution du systéme d'équations :
dq_ o dp_Zi

—1 _t
dz et dz ¢
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A lorigine z=0 , les valeurs initiales sont :
q(0)=iz,
p(0)=0
ou z, estlalongueur de Rayleigh :
zp=k,wel2=Ttw, I\,
La solution pour ¢(z) est simplement :
g(z)=z+iz,
Sa partie réelle exprime donc simplement I'abscisse suivant I'axe du mode (avec

I'origine au point de pincement). Sa partie imaginaire est la distance de Rayleigh du
mode

La solution pour p(z) est:
ip(z)=In(1—iz/z,)
Son expression est moins directe que pour ¢(z) . Nous verrons plus loin son
interprétation.
La solution pour le profil est alors :
1 —ik,r*2(z+iz,)
1—-iz/z,

1.d Expression du profil en parameétres physique

Pour analyser la forme de ce mode, nous identifions la solution pour le profil avec
son expression dans une forme plus proche d la physique :

u(r,z)=u,(z)e " Iw(zf=ik,”*I2R(z)

1z

w,(r,z)=

Le second facteur de la solution est réécrit en séparant partie réelle et imaginaire
pour pouvoir identifier les paramétres w(z) et R(z) :

w(z)=woV1+(z/z,)

Du fait de la divergence, la taille du faisceau croit de puis I'origine ou I'onde est
plane

R(z)=z+z:lz
Le rayon de courbure décroit depuis l'origine (ou l'onde est plane), jusqu'a la
distance de Rayleigh z=z, , pour ré-augmenter au dela (I'onde devient
asymptotiquement sphérique).
Le premier facteur se décompose en module et phase :

1 eiarctan(z/zR)_ W, eidJ(Z)

l_iZ/ZR:\/1+(z/ZR)2 w(z)

La phase ¢(z)=arctan(z/z,) est la phase de Gouy [Gouy1890]. Cette phase
va modifier Iégerement la phase de I'onde suivant I'axe de propagation. Elle écarte
légérement les fronts d'onde, essentiellement en champ proche : la vitesse de phase
est légérement accélérée. La phase de Gouy ne varie que de 0 a Tt/2 entre
l'origine et l'infini suivant I'axe, alors que le terme principal de la phase varie de 2Tt
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pour chaque période axiale A .

Le module du profil décroit suivant w,/w(z) pour équilibrer I'étalement radial de
I'onde.

Le profil du faisceau s'écrit :
Wo o —iw(z) id(z)—ik,7*I2R(z)
e
w(z)
10.2 Propriétés du mode gaussien

2.a Expression du faisceau gaussien

Nous résumons ici la forme du champ électrique du mode gaussien de taille au
pincement w, . Il est aussi appelé mode transverse fondamental ou mode TEM; :

u(r,z)=

- w _,2 2 g 2)—k.z) —ik.r? z
Ei<7,l):€R E,-Mé; 0 e’ Iw(z) e (wt+d(z)—k, )e k;r12R(z)
w(z)

E.,, estl'amplitude maximum du champ

€. est sa polarisation linéaire.
Phase de I'onde sur lI'axe

ei(‘”’+"’<z)_kiz) est le facteur de phase de l'onde sur I'axe. C'est le méme que

i(wt—k,z)

celui de I'onde plane ¢ , corrigé de la phase de Gouy el dz)

¢ (z)=arctan(z/z,)

ou <z, estla distance de Rayleigh

_ 2
Zp=TUw, I\,

Divergence du profil gaussien

w 2 2 . . . .
TZ) "W est le module du profil. Le profil reste toujours gaussien dans la

direction perpendiculaire, mais sa taille augmente avec la distance suivant I'axe :
w(z)=woV1+(z/z,)

A distance petite devant z, , en champ proche, le mode diverge lentement : le
profil peut étre considéré constant :

W(Z)K;ZRWO

A la distance z; , la taille n'a grandi que d'un facteur V2
w(zp)=w V2

A longue distance, en champ lointain, la taille croit linéairement avec la distance
sur 'axe :

w(z) ~

Z> 7z,
z
R

W,z

Le mode diverge en champ lointain avec un demi-angle d'ouverture & :
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E:W<Z>~WO— }\’i

z Zp TW,

La normalisation du profil wolw(z) assure que la puissance de l'onde reste
constante le long de l'axe :

_ N 2 +oo  —2(y"+2%)Iw;

1

2 2 2
11 N w TTw, N
P,= wiz) iM —| = . E?M:Pi()
2u,C w(z)| 2p,C
Rayon de courbure du front d'onde
Le facteur e‘”‘f”/zR(z) décrit la phase de l'onde dans Ila direction

perpendiculaire. R(z) estle rayon de courbure :
R(z)=z+zlz

En champ proche, I'onde est quasi plane :

R(z) > z,
<z,
A la distance de Rayleigh z; , la courbure est maximale (le rayon, minimal) :
R(z)=2z,
En champ lointain, I'onde est quasi sphérique :
R(z) ~ z

Z> 2z,

Approximation du champ proche
Nous voyons qu'en champ proche le mode gaussien est proche d'une onde plane
a forme gaussienne a rayon constant. Ceci justifie I'approximation faite pour décrire
les profils des faisceaux et le profii du volume de diffusion a condition la
demi-longueur du volume de diffusion (si le pincement est au centre), soit
notablement plus courte que la longueur de Rayleigh de chacun des faisceaux :

N
0 A.

1

La taille du faisceau doit alors étre grande devant la longueur d'onde de diffusion :
N A
WS> ——=—
7 Jme
Cette condition se rapproche de celle pour obtenir une bonne résolution relative en
nombre d'onde de la diffusion.

2.b Propagation des faisceaux gaussiens a travers une
lentille mince

Pour étudier la transmission des faisceaux gaussiens a travers des optiques, nous
décrirons le faisceau par un ensemble de rayons paraxiaux. H. Kogelnik a donné
une formulation synthétique de ce modele [Kogelnik1966].

Transmission d'une lentille mince

Nous nous limiterons au cas ou la lentille est centrée sur le méme axe que le

faisceau,afin de conserver la symétrie cylindrique.
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Une lentille mince est un milieu d'indice optique, 7, limité par 2 surfaces

sphériques Rﬂ et Rﬂ distantes d'une longueur e, sur l'axe. Par convention, le

rayon de courbure est positif si la face de la lentille est convexe, négatif pour une
face concave. Les centres des sphéres sont sur l'axe.

Dans I'hypothese de la lentille mince, nous supposons que la distance parcourue a
travers la lentille est suffisamment courte pour négliger les variations radiales des
rayons qui traversent la lentille. De plus, nous supposerons que la lentille n'a d'effet
que sur la phase de I'onde. Nous estimerons ce déphasage par les chemins optiques
a travers la lentille

A la distance r de l'axe, I'épaisseur de lentille traversée est :

2 2
r r
e, (r)=e —|—+—
fr S
R, Ry
Les chemins optiques sont donc modifiés de la quantité :
2 2
s (r)=(n,—1)e,~(n,—1)|—+-1—
Jr A S A
R, R,
La focale de lentille, f , apparait naturellement :
1 1 1
—=(n=1)| 5—+—-
/ Ry Ry

La focale sera positive pour une lentille convergente.

La fonction de transmission & travers la lentille, 7'(7) , qui traduit le déphasage
qui lui est propre s'exprime alors :

T(r):e—ik,.(n,—1)efe+ik,r2/2f

Pour une lentille placée en z, , le profil de I'onde derriére la lentille u'.(r,z,)
est déduit du profil avant la lentille ul-(l”, ZO) par la fonction de transmission :
u ,i<’”:Zo):T(’”)”i(’”’Zo)
Transformation des parametres p et q par la lentille
Nous reprenons l'expression des profils u#; et #', en fonction des paramétres
p et g :
. —ik, 2/2
u,.(r,z)ze ip(z)—ik,r’[2q(z)
. ' —‘k- 2/2 '
u'(r,z)=e*? (z)=ik;r*12q'(2)
La transmission a travers la lentille s'écrit :
—ip'(z)—ik,r*12q’ —ik,(n,~1)e, +ik,*12f —ipl(z)—ik,r’I2
e P (Z> i q (Z>:e 1( f ) fe i fe p(Z) i (J(Z)

Par identification, on déduit I'effet de la lentille sur les paramétres p et ¢ :

p'(z2)=plz)+k(n,~1)e,
I _ 1 1

q'(z) qlz) f
La forme du faisceau reste gaussienne, mais avec des paramétres p et ¢
modifiés.
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Position du pincement et taille du faisceau derriéere la lentille

Pour une distance d entre le pincement initial et la lentille, la valeur de ¢ a
I'approche de la lentille est :

q(z,)=d—iz,
Juste derriére la lentille, le paramétre ¢ vaut :
1 1 1

q’(zf.)_d—izR 7
Comme la partie de g est I'abscisse de l'onde par rapport a la position du

pincement, la distance de la lentille au point de pincement du faisceau est donnée
par :

d ':_m[q’(zf)]
Elle vaut :
- f
d'=f+Hd=1)
Comme la distance de Rayleigh du faisceau est donnée par la partie imaginaire de
q :
Zp '=3[q '(Zf)]
On peut déduire la valeur du pincement derriere la lentille ( z,'=Ttw, ’2/?\1. ):
22 f2
R PR ]
Si le pincement du faisceau initial est au point focal de la lentille :
d=f

le pincement image se trouve au plan focal image :

d'=f
le pincement image vaut :
SN
W, =——
TTW,

C'est le pincement le plus grand que l'on puisse obtenir pour une distance d
variable.
Cavité laser
Une cavité laser est généralement formée d'un miroir plan semi-transparent et un
miroir sphérique, espacés d'une distance L . Le second miroir est sphérique pour
éviter la divergence du faisceau dans la cavite.

Un miroir sphérique de rayon Rf peut étre décrit comme une lentille avec une
focale :

Le seul mode stationnaire qui puisse étre présent sera un mode gaussien, dont le
pincement sera placé sur le miroir plan, et dont I'image par le miroir sphérique sera
un mode dont le pincement sera aussi placé sur le miroir plan, avec le méme
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pincement.

Il faut alors :
f=L
et
SN
Wo=
Tw,
soit :
f=L=z,

Nous remarquons que le rayon de courbure du mode gaussien sur le miroir
sphérique est :
R(zyx)=22z,=R,
Le rayon de courbure de I'onde est le méme que celui du miroir : le systéme est dit
con-focal pour ce mode.

2.c Diameétre utile des faisceaux gaussiens

Le mode gaussien a théoriquement une extension spatiale dans tout I'espace.
Dans la réalité, la propagation du mode est toujours limité par la taille des optiques
utilisées. Quelle est la conséquence sur la propagation du mode gaussien? Quelle
est la limite acceptable pour sa déformation? Cette question a été étudié par, entre
autres, P. Belland et al. [Belland1982].

Nous exposerons ici la forme la plus simple du probléme. Nous supposons que le
faisceau gaussien est limité par une ouverture plane circulaire de rayon a , centrée
sur le faisceau, située dans le plan de pincement de celui-ci ( z=0 ). Nous nous
intéressons a la forme du faisceau ainsi tronqué en champ lointain.

Puissance du faisceau tronqué

Nous avons vu que la puissance du faisceau gaussien dans le plan de pincement
est donnée par :

N 2 +oo  —2(y"+2°)w;
Pi_uo_cEiMﬂ_ooe dydz
Comme le faisceau est a symétrie circulaire, la formule se simplifie :
_ N 2 +oo 20w
Pour le faisceau complet, comme nous l'avons vu, la valeur est :
2
Pi_ 2u,C EiM
Pour le faisceau tronqué au rayon a , la puissance est diminuée :

__ N 2 a =2’ lw,
P,=cE2m e rdr

2
TTw,N

1

soit :
Pia:Pi(l_e

La perte de puissance ne dépend donc que du rapport al/w, . L'effet est
sensible pour a/w,<2 :

—2a2/w(2))
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alw, | P,IP,

1 86,46%
/2 99,28%
2 99,97%

2,5 99,998%

Mais cet effet ne suffit pas a rendre compte de la déformation de I'onde due au
diaphragme. Deux autres effets peuvent étre évalués :

un effet d'ondulation (ripple en anglais) sur le profil de I'onde en champ
proche. |l a été évalué par Siegman [Siegman1985]. Il n'y a pas de solution
analytique.

un élargissement de lI'onde en champ lointain.

Diffraction du faisceau tronqué

Sur l'axe :

Approximation gaussienne du faisceau tronqué
L'ouverture sera suffisamment grande par rapport a la taille du faisceau pour
pouvoir utiliser une approche perturbative.

La correction sur le champ électrique due au diaphragme s'exprime par :

+o0

_ —lw,)
Eia<r’2)_e OZO az

2.d Angle minimal de diffusion pour un banc de
diffusion collective

—k;wyr

2
k.ar
J,(=—)

z

Absorbeur

o

e

ol Détecteur

!

Primaire

N v

Pour réduire l'angle de diffusion, il faut approcher I'axe de faisceau OL et du
détecteur, de celui du faisceau primaire. Le rapprochement des faisceaux primaires
et OL en amont de la lentille dépend de leur rayon utile. Suivant I'étude précédente,
nous considérerons que ce rayon utile est égal a deux fois la taille du faisceau a

cette position : a=2w’', . la distance minimale de rapprochement est alors
d,,=2a=4w’', .L'angle minimal est alors :
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4w’
6min_ f
Si la position de taille minimale du faisceau est a la focale de la lentille, I'angle

minimal ne dépend que de l'angle de divergence des faisceaux dans la zone
d'observation & :

vy
=4

TW,

L'angle minimal de diffusion est aussi limité par le rapprochement du détecteur de
I'axe du faisceau primaire : plus le détecteur est proche de I'axe du primaire, plus la
puissance de primaire regu par le détecteur sera grande. La puissance maximale

que peut recevoir est de l'ordre de P, =100uW La puissance du faisceau
primaire est de l'ordre de P, =10 W

Comme le détecteur se trouve en champ lointain, nous raisonnerons en angle. La
répartition par angle solide du faisceau primaire est ( 0 est I'angle dans le plan de
diffusion, @ ):

P(B:CP):PO

m ll’l

DY P
e 2(07+¢7)/E

Le détecteur est décalé de l'angle O par rapport a I'axe du faisceau primaire.
L'angle d'ouverture du détecteur (avec sa lentille de focalisation) est proche de
I'angle de divergence du faisceau OL :

P(0,¢)= Mﬂ e I dydy
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